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Die Existenz HALLscher Normalteiler 


Von REINHOLD Bazr in Frankfurt/M. 


In den folgenden Zeilen wollen wir die Kriterien fiir die Existenz Hatuscher 
Normalteiler endlicher Gruppen verfeinern, die wir an anderer Stelle gewonnen 
hatten; siehe Barr [3]. Zur Erlauterung der Fragestellung und Formulierung der 

_Resultate bedarf es einiger Bezeichnungen und Begriffsbildungen, an die zunichst er- 

_ innert sei. 

_ Ist r eine Menge von Primzahlen, so ist das Gruppenelement g ein r-Element [die 
Gruppe G eine r-Gruppe], wenn die Ordnung 0(g) von g [die Ordnung 0(G) von G] nur 
durch Primzahlen aus r teilbar ist. Bekanntlich [Satz von Caucry] ist G dann und nur 
dann eine r-Gruppe, wenn G nur aus r-Elementen besteht. Die Menge aller r-Elemente 

aus G werde mit G, bezeichnet; und die Gruppe G heiBe r-abgeschlossen, wenn G, 

eine Untergruppe von G ist, d.h. wenn Produkte von r-Elementen aus G wieder 

r-Elemente sind. 
Ist G eine r-abgeschlossene Gruppe, so ist G, eine charakteristische r-Untergruppe 

von G und G/G, ist eine r’-Gruppe, wobei wir mit r’ wie immer das Komplement von r 

bezeichnen wollen. Also ist dann G, ein Hauuscher Normalteiler von G und 


0(G,) = 0(G),; 


hierbei ist m, der groBte nur durch Primzahlen aus r teilbare [positive] Teiler der 
naturlichen Zahl n. 

Die Gruppe G heiBe r’-homogen, wenn die Elemente des Normalisators tS einer 
beliebigen r’-Untergruppe S von G in S nur r’-Automorphismen induzieren, d.h. 
wenn mit S auch §tS/CS eine r’-Gruppe ist [wobei )tS der Normalisator und CS der 
Zentralisator von S in G ist]. Man sieht miihelos ein, daB eine jede r-abgeschlossene 
Gruppe auch r’-homogen ist; vgl. Bar [1, p. 622]. Recht einfache Beispiele zeigen 
aber, daB aus der r’-Homogenitat von G die r-Abgeschlossenheit von G nicht zu 
folgen braucht. Wir wollen im folgenden Bedingungen angeben, die mit der v’-Homo- 
genitat zusammen der r-Abgeschlossenheit aquivalent sind. 

SchlieBlich miissen wir noch erklaren, was wir hier unter einer verstreuten Gruppe 
verstehen wollen, da wir fiir unsere gegenwartigen Bediirfnisse nicht den allgemein- 
sten Verstreutheitsbegriff benétigen. Es sei it eine [vollstandige] Ordnung der Menge 
aller Primzahlen, so da8 fiir irgendzwei Primzahlen p und q eine und nur eine der Be- 
ziehungen pXq, p = 7, q Xp gilt. Die Primzahlmenge 4 heife ein }t-Schweif, wenn 8 
mit p auch alle ¢Xp erfiillenden Primzahlen q enthalt. Die Gruppe G heiBt R-ver- 
streut, wenn @ eine 3-abgeschlossene: Gruppe fiir jeden {t-Schweif § ist. [Natiirlich 
braucht man nur die endlich vielen Primteiler von 0(G) zu beriicksichtigen.]| }i-ver- 
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$ 
streute Gruppen sind Sylowturmgruppen, insbesondere also auflésbar; vgl. BAER [2] 
fiir eine ausfiihrliche Diskussion dieser Gruppenklasse. : 

Im folgenden werden wir haufig von folgender Formaleigenschaft Gebrauch machen: 
die Begriffe r-Abgeschlossenheit, t-Verstreutheit und r’-Homogenitat vererben sich ; 
auf Unter- und Faktorgruppen. Dies ist im Falle der Abgeschlossenheit, und also auch | 
bei dem daraus abgeleiteten Begriff der Verstreutheit, unmittelbar einsichtig. Hin-— 


sichtlich der Homogenitat sei auf Barr [1; p. 623, Lemma 2.3] verwiesen. } 
Bezeichnungen. fied ; 
o(g) = Ordnung des Gruppenelements g, F 
o(G) = Ordnung der Gruppe G, ene i 
3G = Zentrum der Gruppe G, ; 
XU = Normalisator der Untergruppe U in der Gruppe G, ; 
@U = Zentralisator der Untergruppe U in der Gruppe G, ; 
A © B = direktes Produkt der Gruppen A und B, : 
“ = Menge der nicht in r enthaltenen Primzahlen, i 
G, = Menge der r-Elemente in der Gruppe G. : 


Alle betrachteten Gruppen sind endlich. Die wichtigsten Definitionen finden sich in 
der vorstehenden Einleitung. . 

Wir beginnen mit dem Beweis einer leichten Verscharfung von Baur [3; p. 328, — 
Satz A*], die wir beim Beweis des Hauptsatzes benutzen wollen. 


Satz. Ist r eine Menge von Primzahlen und Rt eine Ordnung der Menge aller Prim- 
zahlen, so ist G dann und nur dann eine r-abgeschlossene Gruppe mit R-verstreutem 
G/G,, wenn G eine v'-homogene Gruppe ist, deren v'-Untergruppen stimtlich R-verstreut 
sind. : 

Beweis. Ist zunachst G eine r-abgeschlossene Gruppe mit SR-verstreutem G/G,, so _ 
ist G, wie schon friiher erwahnt, r’-homogen. Die v’-Untergruppen von @ sind zu 
Untergruppen von G/G, isomorph und also {t-verstreut, womit die Notwendigkeit der — 
Bedingungen gezeigt ist. ; 

Wir nehmen umgekehrt die Giiltigkeit unserer Bedingungen an. Es gibt einen 
minimalen Normalteiler M mit r’-Faktorgruppe G/M — daB M der Durchschnitt _ 
aller Normalteiler mit r’-Faktorgruppe ist, ist leicht einzusehen, wird aber nicht ge- 
braucht. Ware M keine r-Gruppe, so giibe es unter den zu r’ gehérigen Primteilern — 
von o(M) einen [im Sinne der Ordnung §{] maximalen Primteiler p. Ist P eine p-— 
Untergruppe von M, so ist P eine v’-Untergruppe von G; und aus der v’-Homogenitat — 
von G folgt, daB Xt P/€ P eine v'-Gruppe ist. Also ist, auch [MP A M]/[CP AM) eine 
v'-Gruppe. Ware q + pein Primteiler von[MP A M:€PA M), so folgt gp daraus, — 
daB q und p zu r’ gehdrende Primteiler von 0 (1) sind und p unter diesen -maximal | 
ist. Weiter gibt es ein Element X der Ordnung q in [RP A M WICP OM); und X | 
enthalt ein q-Element x [mit X = (CP A M )x]. Da P von x normalisiert wird, so ist — 
{P, x} = P {x} und o({P, x}) wird nur durch p und q geteilt, so daB {P, x} eine r’- 
Untergruppe von G ist. Eine solche ist aber Rt-verstreut; und aus qktp folgt die q- 
Abgeschlossenheit von {P,«}. Dann wird {P, t}p = P, {P, x}q = {x} und also 
{P, x} = P © {x}, so daB x zu © P gehért und X = [CPA M\jx =CPAM nicht 
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die Ordnung q hat. Aus diesem Widerspruch folgt, daB [JP A M)|[{C P A M) eine 
p-Gruppe ist. Damit haben wir die p-Homogenitat von M gezeigt. Aus.einem Satz 
von FRoBEntus folgt aber die p’-Abgeschlossenheit p-homogener Gruppen; vel. 
FRoBENIvs (4, p. 1324,1]; Barr [1 ; p. 634, Theorem 5.1]; M. Haun [5, p. 217, 
Theorem 14.4.7]. Es gibt also eine charakteristische Hatu-Untergruppe K von M, 
deren Ordnung zu p teilerfremd ist, wihrend M/K eine p-Gruppe ist. Da p ein Teiler 
von 0(M) ist, so ist K < M. Als charakteristische Untergruppe des Normalteilers 
von G ist K ein Normalteiler von G; und G/K ist eine r'-Gruppe, da p zu vr’ gehort. 
Dies widerspricht der Minimalitaét von M; und aus diesem Widerspruch folgt, daB M 
eine t-Gruppe ist. Da G/M eine r’'-Gruppe ist, so ist M = G,; und unser Satz ist 
bewiesen. 


Hauptsatz. Die [endliche] Gruppe G ist dann und nur dann v-abgeschlossen [x eine 
gegebene Primzahlmenge], wenn G eine v'-homogene Gruppe ist und wenn jeder Kom- 
positionsfaktor F von G wenigstens einer der folgenden Bedingungen geniigt : 

(a) F ist entweder eine r-Gruppe oder eine v'-Gruppe. 
(b) o(f), wst die Anzahl der r-Elemente in F und A A B = 1 fiir irgendzwei verschiedene 
maximale r-Untergruppen A, B von F. 
(c) Es gibt eine maximale v'-Untergruppe S von F derart, daB S A S* = 1 fiir jedes 
nicht zu NS gehorige Element x aus F gilt. 
(d) o(U), ist fiir jede Untergruppe U von F die Anzahl der r-Elemente in U und alle 
r-Untergruppen von F sind nilpotent. 
_(e) Es gibt eine Ordnung Kt der Primzahlen derart, dap jede v'-Untergruppe von F auch 
é R-verstreut ist. 

Wir werden als erstes diesen Satz beweisen; anschlieBend werden wir die Bedingun- 
gen (a)—(e) diskutieren und einige Folgerungen aus dem Hauptsatz herleiten. — Es 
sei noch darauf hingewiesen, da wir nicht die Giiltigkeit derselben Bedingung (x) 
[mit x = a, b, c, d, e] in allen Kompositionsfaktoren fordern. 

Beweis der Notwendigkeit der Bedingungen. Ist G eine r-abgeschlossene Gruppe, so 
ist G wie schon erwahnt, r’-homogen. Weiter ist jeder Kompositionsfaktor F von G 
ebenfalls r-abgeschlossen; und aus der Einfachheit der Kompositionsfaktoren folgt 
sofort, daB F entweder eine r-Gruppe oder eine r’-Gruppe ist. Ist F eine r-Gruppe, so 
ist o(f) = 0(F), die Anzahl der r-Elemente aus F und F ist die einzige maximale 
r-Untergruppe von F, wahrend 1 die einzige r’-Untergruppe von F ist. Ist aber F eine 
r’-Gruppe, so ist 0(F), = 1 die Anzahl der r-Elemente in F und F die einzige maximale 
r’-Untergruppe von F, wahrend 1 die einzige r-Untergruppe von F ist. Es gelten also 
stets (a), (b), (c). Ist F eine r-Gruppe, so gilt (e); ist F eine r’-Gruppe, so gilt (d). 

Beweis des Hinreichens der Bedingungen. Waren unsere Bedingungen nicht hin- 
reichend, so giibe es eine Gruppe @ kleinster Ordnung, die zwar unseren Bedingungen 
gentigt, aber doch nicht r-abgeschlossen ist. @ ist also ein ,,kleinster Verbrecher‘ hin- 
sichtlich der folgenden Eigenschaften : 

(1) Gist r’-homogen. 
(2) Jeder Kompositionsfaktor F von G geniigt wenigstens einer der Bedingungen 
(a) —(e). | 
(3) Gist nicht r-abgeschlossen. 
6* 
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Ware G nicht einfach, so gabe es einen 1 < K < G erfiillenden [echten] N ormal- — 
teiler K von G. Mit G sind K und G/K ebenfalls r’-homogen [Vererbungseigenschaft — 


der Homogenitat]. Da jeder Kompositionsfaktor von K und G/K ein Kompositions- 
faktor von G ist, so gentigt auch jeder Kompositionsfaktor von K und G/K wenigstens 
einer der Bedingungen (a)—(e). Aus der Minimalitét von G@ folgt also die r-Ab- 


ne 


geschlossenheit der kleineren Gruppen K und G/K. Es sind aber t’-homogene Er- — 


weiterungen r-abgeschlossener Gruppen durch r-abgeschlossene Gruppen selbst r- 
abgeschlossen; siehe BAER [1; p. 624, Lemma 2.4]. Also ware G eine r-abgeschlossene 
Gruppe im Widerspruch zu (3); und damit haben wir gezeigt: 
(4) Gist einfach. 

Folglich ist G sein einziger Kompositionsfaktor. Also gilt: 
(5) G gentigt wenigstens einer der Bedingungen (a).— (e). 


Da r-Gruppen wie r’-Gruppen r-abgeschlossen sind, wahrend G [wegen (3)] nicht 


r-abgeschlossen ist, so kann G gewif nicht der Bedingung (a) geniigen. 

Wir nehmen als nachstes die Giltigkeit von (b) an. Dann liegt jedes von 1 ver- 
schiedene r-Element aus G in einer und nur einer maximalen r-Untergruppe von G. 
Ist ® eine Klasse konjugierter maximaler r-Untergruppen von G, so haben alle 
Untergruppen aus 8 die gleiche Ordnung o(S). Bezeichnen wir die Anzahl der Unter- 
gruppen in ® mit 7(), so ergibt sich wegen (b) fiir die Anzahl der von 1 verschiedenen 
r-Elemente aus G die Gleichung: 

(b.1) o(G@),—1 = 97 i(S) [o(@) — 1], 

x 
wobei die Summe iiber alle Klassen § konjugierter maximaler r-Untergruppen zu er- 
strecken ist. 

Sei nun A eine maximale r-Untergruppe von G und B = XA ihr Normalisator. Ist 
Ab irgendein r-Element aus B/A, so ist {A, b} = A {b} eine r-Untergruppe von G; 
und wir folgern A = {A, 6} aus der Maximalitit von A. Also ist A = Ab; und wir 
sehen, da B/A eine r'-Gruppe ist. Folglich ist 0(4) = 0(B),. Ist schlieBlich & die 
Klasse der zu A konjugierten Untergruppen, so wird 


(b.2) 0(G), = 0(B), [G: B], = 0(A)[@: B], = 0(®) i(®), . 


Sei h = i(S),, = ¢(S) ¢(K);? fiir eine Klasse § konjugierter maximaler r-Unter- 
gruppen von G. Dann sind h und o0(St) natiirliche Zahlen; und es folgt aus (b.1) und 
(b.2), daB 


i(®) [0(®) — 1] <0(@), — 1 <0(G@),, 
0 < (h — 1) [o(R) — 1] = 
= 1(R)* 4(®) [o(R) — 1] — o(®) +l < 1(R);? 0(G), — o() + 1 =1, 
(4 — 1) [o(&) — 1] =0 


ist. Da aber G keine t’-Gruppe ist, so ist 1 < 0(); und es muB kh = 1 sein. Damit 
haben wir wegen (b.2) gezeigt: 


(b.3) a(t) = 7(R), und 0(G), = 0(R)i(R) 


fiir jede Klasse % konjugierter maximaler y-Untergruppen von G. 


ae 
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Sei k die Zahl der Klassen konjugierter maximaler t-Untergruppen von G. Kom- 
bination von (b.1) und (b.3) ergibt: 
(b.4) 0(@), —1=ko(G@), — >) i(®). 
K 

Da, wie schon bemerkt, jedes 0() wenigstens 2 ist, so folgt 21(®) < 0(G), aus (b.3) 
und jetzt folgt aus (b.4) 

k : 

3 0(G), S ko(G@), — >) 4(®) = 0(@), — 1 < 0(@),. 

RK A 

Also ist k < 2, woraus k = 1 folgt. Damit haben wir gezeigt, daB es eine und nur eine 
Klasse % konjugierter maximaler r-Untergruppen von G gibt. Aus (b.4) ergibt sich 
jetzt 


2 


o(G), — 1 = 0(@), — 4(&), 


woraus 7(St) = 1 folgt. Die Klasse § enthalt also eine und nur eine Untergruppe K, 
die dann natiirlich ein Normalteiler ist. Als r-Untergruppe ist K von 1 und G ver- 
schieden, da ja G nicht r-abgeschlossen ist. Dann ware aber G nicht einfach; und dies 
widerspricht (4). Aus diesem Widerspruch folgt, daB G auch der Bedingung (b) nicht 
genugt. ; 

Nehmen wir als nachstes die Giltigkeit von (c) an, so gibt es eine maximale r’- 
Untergruppe S von G, die der Bedingung S M S* = 1 fiir jedes nicht zu NS gehdérige 
Element # aus G geniigt. Da G wegen (4) eine einfache Gruppe, aber weder eine t- 
Gruppe noch eine v’-Gruppe ist, so wird 1 << SSMS < G. 

Ist St ein r’-Element aus 38/8, so ist {S, t}/S eine r’-Gruppe. Da auch 8 eine r’- 
Gruppe ist, so ist sogar {S, ¢t} eine r’-Gruppe; und wir folgern S = {S, t} aus der 
Maximalitét von S. Also wird St = 1; d.h. MS/S ist frei von r’-Elementen + 1. 
Folglich ist 9¢S/S eine r-Gruppe und S ein Hauuscher Normalteiler von 9S. Wir 
kénnen also den Scuurschen Satz anwenden; vgl. etwa ZassENHAUS [7, p. 125, 
Satz 25]. Folglich gibt es ein Komplement 7 von S in %S. Aus der Isomorphie 
T =~ NS/S folgt, daB 7’ eine r-Gruppe ist. Nun ist aber @ eine t’-homogene Gruppe. 
Da S eine v’-Gruppe ist, so ist auch X%tS/CS eine r’-Gruppe; und hieraus folgern wir, 
daB die r-Untergruppe 7 von XS im Zentralisator ©S von S enthalten ist. Da 7 ein 
Komplement von S in 2S ist, so haben wir gezeigt, dab NS = S © T' das direkte 
Produkt der r’-Gruppe S und der r-Gruppe 7 ist. Dann sind S = (XS), und 
T = (MS), charakteristische Untergruppen von XS. 

Wir setzen R = NS und betrachten ein nicht in R enthaltenes Element g aus G. 
Aus unserer Wahl von S folgt S A 89 = 1. Ist dein in RO RI enthaltenes Element, 
so ist d = st, wo s und ¢ in {d} liegen und wo s ein r’- Element und ¢ ein r-Element ist. 
Aus S = R, folgt die Zugehérigkeit von s zu S. Mit d gehort auch s zu RO RY. Aus 
R=S@T folgt RI = 89 ® T9 und (R9),, = S9. Mithin gehért s auch zu (RY), = S9; 
und aus SN 89 = 1 folgt s = 1. Also liegt d = tin R, = T; und damit haben wir ge- 
zeigt : ete y 
RO RI < T, wenng nicht in RF liegt. 

Also kann der Satz von FRoBENIUS-WIELANDT angewandt werden; vgl. WIELANDT 
[6, p. 276, Satz 1]. Folglich existiert ein 
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erfiillender Normalteiler W von G. Wegen (4) ist aber W = 1 oder W = G. Im ersten 

Falle wird G = R = NS, eine Unméglichkeit ; und im zweiten Falle wird 
T=RAW=R=SQOT 


und also S = 1, was ebenfalls unméglich ist. Damit haben wir gezeigt, daB G auch der 
Bedingung (c) nicht geniigen kann. 


Wir nehmen als nachstes die Giiltigkeit von (d) an. Als erstes sei darauf hingewiesen, — 


daB der erste Teil der Bedingung (d) von uns an anderer Stelle als schwache r- 


_ Abgeschlossenheit von G bezeichnet wurde, und da wir dort gezeigt haben, daB — 


schwach t-abgeschlossene Gruppen, deren r-Untergruppen samtlich nilpotent sind, 
notwendig r-abgeschlossen sind, womit bereits der gewiinschte Widerspruch ge- 
wonnen ist; siche Barr [3; p. 325, Satz B]. Wir wollen hier jedoch einen Beweis 
liefern, der ohne den soeben zitierten Satz auskommt, vielmehr dadurch gefiihrt wird, 
da wir aus (d) die Bedingung (b) herleiten, womit ebenfalls die Unméglichkeit der 
Giltigkeit von Bedingung (d) dargetan ist. 


Gabe es echte Untergruppen von G, die nicht r-abgeschlossen sind, so gabe es unter 


ihnen eine Untergruppe U kleinster, Ordnung. Es ist 1 < U < G. Also gibt es auch 


einen maximalen Normalteiler V von U. Da V wegen der Minimalitat von U eine — 


r-abgeschlossene Gruppe ist, so wiirde aus der r-Abgeschlossenheit von U/V auch die 
von U folgen, da ja U mit G eine r’-homogene Gruppe ist; siche Barr [1; p. 624, 
Lemma 2.4]. Also ist U/V eine einfache, nicht r-abgeschlossene Gruppe. Ist L/V eine 


t-Untergruppe von U/V, so ist folglich L/V + U/V und mithin L < U. Aus der 


Minimalitat von U folgt dann die r-Abgeschlossenheit von L. Aus der als giiltig vor- 
ausgesetzten Bedingung (d) [zweiter Teil] folgt jetzt die Nilpotenz der r-Untergruppe 
L,. Da L/V eine r-Gruppe ist, so enthalt jede Restklasse von Z modulo V ein r-Ele- 
ment, d. h. ein Element aus L,; und damit haben wir L = V L, gezeigt. Folglich ist 
LV ~L,|(L,0V) nilpotent. SchlieBlich vererbt sich der erste Teil der Bedingung 
(d) auf Faktorgruppen von Untergruppen; vgl. Barr [3; p. 326, Lemma 1]. Damit 
haben wir aber gezeigt, da die einfache Gruppe U/V der Bedingung (d) geniigt — die 
r’-Homogenitat von U/V folgert man entweder aus der von G oder aus der schwachen 
t-Abgeschlossenheit von U/V; vgl. Barr [1; p. 623, Lemma 2.3 oder 3; p. 327, 
Lemma 2]. Da aber die Ordnung von U/V sicher kleiner als die von G ist, so folgt aus 
der Minimalitat von @ die r-Abgeschlossenheit von U/V; und aus diesem Widerspruch 
ergibt sich: : 

(d.1) Jede echte Untergruppe von G ist r-abgeschlossen. 


Gabe es Paare verschiedener maximaler r-Untergruppen von G mit von 1 ver- 
schiedenem Durchschnitt, so gabe es auch ein solches Paar A, B mit maximalem 
Durchschnitt D = AM B + 1. Aus der Maximalitaét von A und B folgt D < A und 
D < B. Als r-Untergruppen von @ sind A und B wegen (d) nilpotent. Anwendung 
der charakteristischen Normalisatoreigenschaft nilpotenter Gruppen ergibt dann 
sogar D< AN ND und D< BOND. Aus der Einfachheit von G [siehe (4)] und 
1<D<A< G@folgt 2D < G; und es ergibt sich die r-Abgeschlossenheit von 9D 
aus (d.1). Die r-Untergruppe (3t.D), von 2D ist natiirlich in einer maximalen r-Unter- 
gruppe & von G enthalten. Da A und B aber r-Untergruppen sind, so wird 
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L<D<cANND=AN(ND)SANOR, 
L<D<BAND=BaA(ND).< ROB. 


Aus der Maximalitat des Durchschnitts D folgern wir schlieBlich A = R = B, und 
dies widerspricht A + B. Aus diesem Widerspruch folgt 
_ (d.2) AM B=1 fir jedes Paar verschiedener maximaler t-Untergruppen A, B 
von G. 

Damit haben wir aber gezeigt, daB (b) aus (d) folgt. Da wir schon nachgewiesen 
-haben, daB G nicht der Bedingung (b) geniigen kann, so kann G auch nicht (d) er- 
fiillen. 

Wir nehmen schlieBlich die Giiltigkeit von (e) an. Dann gibt es also eine Ordnung ft 

_ der Menge aller Primzahlen derart, daB jede r'-Untergruppe von G auch Si-verstreut 
ist. Aus der r’-Homogenitat von G folgt wegen des eingangs bewiesenen Satzes die 
t-Abgeschlossenheit von G; und dies ist ein Widerspruch. Damit haben wir auch die 
Unméglichkert der Giiltigkeit von (e) dargetan und sind also zu einem Widerspruch ge- 
fiihrt worden, der den Hauptsatz beweist. 

Bemerkung 1. Fiir den Beweis des Hinreichens von (c) haben wir den Satz von 
FROBENIUS-WIELANDT benutzt, der bisher nur unter Benutzung der Theorie der 
Gruppencharaktere bewiesen worden ist. Der Rest unserer Betrachtungen und Hilfs- 
mittel war ,,charakterlos‘‘. 

Bemerkung 2. Die alternierende Gruppe des Grades 5 ist 5’-homogen und Paare 
verschiedener maximaler 5-Untergruppen haben den Durchschnitt 1. Aber diese 
Gruppe ist einfach und nicht 5-abgeschlossen, so daB es unméglich ist, in den Be- 
dingungen (b) und (d) die ersten Halften fortzulassen. 

Bemerkung 3. Wir haben an anderer Stelle eine Gruppe G schwach r-abgeschlos- 

_ sen genannt, wenn in einer jeden Untergruppe U von G die Anzahl der r-Elemente 
genau o(U), ist. Diese Eigenschaft vererbt sich auf Unter- und Faktorgruppen; und 
schwach t-abgeschlossene Gruppen sind r’-homogen; siehe BAER [3; p. 326—327, 
Lemma | und 2]. SchlieBlich sieht man miihelos ein, daB r-abgeschlossene Gruppen 
auch schwach r-abgeschlossen sind. Auf Grund dieser Bemerkungen folgt aus dem 
Hauptsatz: 

Die Gruppe G ist dann und nur dann r-abgeschlossen, wenn @ schwach r-abge- 
schlossen ist und wenn jeder Kompositionsfaktor Ff von G wenigstens einer der folgen- 
den Bedingungen geniigt : 

(b*) AO B= 1 firirgendzwei verschiedene maximale r-Untergruppen A, B von F’; 


(d*) alle r-Untergruppen von F sind nilpotent. 

Das folgende Resultat ist zwar eng mit dem Hauptsatz verkniipft; Art des Be- 
weises und Typ der Bedingungen sind aber hinreichend andersartig, um getrennte 
Behandlung zu rechtfertigen. 

Zusatz 1. Die Gruppe Gist dann und nur dann r-abgeschlossen, wenn 
(1) Geine r'-homogene Gruppe ist, . 
(2) AQ B=1 fiir irgendzwei verschiedene maximale r-Untergruppen A, B von G gilt, 


und 
(3) in jedem Kompositionsfaktor F von G die Anzahl der r-Hlemente genau o(F), ast. 
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Beweis. Ist zunachst @ eine r-abgeschlossene Gruppe. so ist G auch r’-homogen — 
[Hauptsatz]. Weiter ist G, die einzige maximale r-Untergruppe von G, woraus (2) ; 
folgt; und die Notwendigkeit von (3) ist ebenfalls im Hauptsatz enthalten. 

Waren die Bedingungen (1), (2), (3) nicht hinreichend fiir r-Abgeschlossenheit, so 
gabe es eine Gruppe G kleinster rns mit den Higenschaften (1), (2), (3), die nicht — 
r-abgeschlossen ist. 

Sind A und B zwei r-Untergruppen von G mit A M B + 1, so ist A in einer maxi-— 
malen r-Untergruppe A* und B in einer maximalen r-Untergruppe B* von G ent-— 
halten; und es gilt: 

<A OB ss AP OBS 


Aus (2) folgt dann A* = B*, so dafi das Erzeugnis {A, B} als Untergruppe der 
r-Gruppe A* = B* selbst eine r-Gruppe ist. Also gilt: ‘ 


(4) Die r-Untergruppen A und B von G erzeugen eine r-Untergruppe {4, B} von G, 
wenn A 1 B +1 ist. 


Angenommen es gabe einen r-Normalteiler R +1 von G. Sind a und 6b zwei t- — 
Elemente aus G, so sind {R, a} = R{a} = A und {R, b} = R{b} = B zwei r-Unter- 
gruppen von G mit 1 < R< ANB. Es folgt aus (4), daB {A, B} eine r-Untergruppe 
von G ist, so daB insbesondere ab ein r-Element ist. Damit ware aber die r-Abge- — 
schlossenheit von G bewiesen, ein Widerspruch. Also gilt: 


(5) 1 ist der einzige r-Normalteiler von G. 


Sei nun K ein echter Normalteiler von G. Dann ist K mit G eine r’-homogene 
Gruppe; und aus (4) erschlieBen wir, daB auch (2) von K erfiillt wird. Da jeder Kom- | 
positionsfaktor von K auch ein Kompositionsfaktor von G ist, so gentigt K den Be- 
dingungen (1), (2), (3). Aus der Minimalitat von G folgt die r-Abgeschlossenheit von K. 
Als charakteristische Untergruppe des Normalteilers K von G ist K, ein r-Normal- 
teiler von G. Aus (5) folgt dann K, = 1. Also ist K eine r'-Gruppe. Das Produkt von — 
r’-Normalteilern ist wieder ein r’-Normalteiler. Da aber G nicht r-abgeschlossen ist, so _ 
ist das Produkt aller echten Normalteiler ein r’-Normalteiler, der von G verschieden 
ist. Wir sprechen dieses Resultat so aus: 

(6) G besitzt einen und nur einen maximalen Normalteiler LZ und dieser ist eine t’- 
Gruppe. 

Da G nicht r-abgeschlossen ist, so enthalt @ ein r-Element g von Primzahlordnung p. 
Da G wegen (1) eine r’-homogene Gruppe ist, so ist NL/CL = G/CL eine r'-Gruppe. 
Folglich liegt g in CL. Da CL ein Normalteiler von G ist, und da € LZ das nicht zu L 
gehorige Element g enthilt, so folgt G = € LZ aus (6). Also liegt Zim Zentrum von G. 
Da G nicht r-abgeschlossen ist, so ist @ auch nicht abelsch. Also gilt wegen (6): 


(7) L = 3G [ist das Zentrum von G]. 


Ist S/L eine r-Untergruppe von G/L, so ist S eine Erweiterung der v’-Gruppe L 
durch die r-Gruppe S/Z. Wir kénnen also den Satz von Scuur benutzen; siehe 
ZASSENHAUS [7, p. 125, Satz 25]. Es existiert folglich ein Komplement 7’ von L in S. 
Da L im Zentrum von S liegt [wegen (7)], so wird S = L ® 7. Aus der Isomorphie 
S/L =~ T folgt T = S,und L = S8,. Also gilt: 
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(8) Ist S/L eine r-Untergruppe von G/L, so ist S = S, ® Sy eine r-abgeschlossene 
Gruppe. 


Sei jetzt S/L eine maximale r-Untergruppe von G/L. Die r- Untergruppe S, ist dann 
in einer maximalen r-Untergruppe R von G enthalten. Es wird {L, ki} =L@R 
wegen (7); und aus S/L = {L, R}/L und der Maximalitat von S/L folgt S = {L, Lite 
und hieraus ergibt sich S, = R. Also gilt: 


_ (9) Ist S/Z eine maximale r-Untergruppe von G/L, so ist S, eine maximale r-Unter- 
gruppe von G. » 


Sind A/Z und B/L zwei verschiedene maximale r-Untergruppen von G/L, so sind 
_ [wegen (9)] A, und B, zwei verschiedene maximale r-Untergruppen von G. Aus (2) 
_folgt A, O B, = 1. Folglich wird 


ANB=[(L@AIJNL@ Bl =L@[4,0(L@B)]=L@(4,0B,) =L 


und damit haben wir gezeigt, da} verschiedene maximale r-Untergruppen von G/L 
_ den Durchschnitt 1 haben. Da L eine 1’ -Gruppe ist, so haben wir die Giiltigkeit der 
Bedingung (b) des Hauptsatzes dargetan. Da G wegen (1) eine r'-homogene Gruppe 
ist, so folet aus dem Hauptsatz die r-Abgeschlossenheit von G; und aus diesem Wider- 
spruch folgt unser Zusatz. 

Bemerkung. Obwohl der Beweis des Zusatzes den Eindruck erweckt, daB die 
Beweismethode zum Beweis eines scharferen Resultats ausreichen sollte, zeigen Bei- 
spiele die Unentbehrlichkeit der Bedingungen (1), (3); die nichtabelsche Gruppe der 
Ordnung 6 gentigt fir r = 2 den Bedingungen (2), (3), ohne 2-abgeschlossen zu sein, 
so daB (1) unentbehrlich ist; die alternierende Gruppe des Grades 5 geniigt fiir r = 5 
- den Bedingungen (1), (2), an 5-abgeschlossen zu sein, so da (3) unentbehrlich ist. 
Die Frage der Entbehrlichkeit von (2) ist natiirlich noch offen. FRoBENTIUvS hat ja ver- 
mutet, da eine Gruppe G dann und nur dann r- abgeschlossen ist, wenn 0(G), die 
genaue Anzahl der r-Elemente aus G ist. Ware die FropEentussche Vermutung 
richtig — eine bis heute unentschiedene Frage —, so wiirde aus (3) die r-Abgeschlossen- 
_heit aller Kompositionsfaktoren von G folgen; und hieraus folgte wegen (1) [nach dem 
| Hauptsatz] die r-Abgeschlossenheit von G. 


Zusatz 2. Die Gruppe G ist r-abgeschlossen, wenn G eine v'-homogene Gruppe ist, 
und wenn es unter den v'-Untergruppen maximaler Ordnung eine gibt, die mat jeder threr 
Konjugierten den Durchschnitt 1 hat. 


Beweis. Nach Voraussetzung gibt es eine r'-Untergruppe A von @ mit folgenden 
- Eigenschaften : 

(a) ist X eine r’ Bereta ne von G, so ist o(X) < 0(A); 

(b) Am A® = 1, wenn z nicht im Normalisator ¥t A liegt. 

Wegen (a) ist A eine maximale eu nverecu Pp: von G. Ist X ein r’-Element aus 
NA/A, so gibt es ein X = Az erfiillendes r'-Element x in der Restklasse X. Dann ist 
{A, a} = A{x} ebenfalls eine r’-Gruppe; und aus der Maximalitaét von A folgt 
{A, x} = A. Also liegt « in A, so daB X = A wird; d.h. 1 ist das einzige r’-Element 
aus JtA/A. Folglich ist %A/A eine r-Gruppe und die r’-Gruppe A ist ein Hautscher 
Normalteiler von 9A. Wir koénnen also den Scuurschen Satz anwenden; siehe 
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H 
ZASSENHAUS [7, S. 125, Satz 25]. Es folgt die Existenz eines Komplements B von A 
in 9A. Wegen der Isomorphie B ~ §tA/A ist’ B eine r-Gruppe. Aus der t’-Homo-_ : 
genitat von G folgt, daB A/C A mit it A eine 1’ -Gruppe ist; und daraus ergibt sich, da 
die r-Untergruppe B von %A sogar in © A enthalten ist. Folglich wird 


(c) NA=A@®@B, A=(NA)», B=(NA),. 


ao Raye She 


Sei nun g irgendein nicht in A enthaltenes Element und d ein Element aus_ 


NA A (RA)P. Dann ist d = ab, wo a ein r'-Element in {d} und 6 ein r-Element in ay 
ist. Also liegt a in A AM (JtA)9; und als r’-Element Regt a sogar in 


Dag We tags 


[NA A (NA) = (NA) (NA = AN AV=1, 


wie aus (b) folgt, da ja A + A® ist. Folglich ist d = b in dem Normalteiler (MA), von 
NA enthalten; d.h. j 


NA A(NA)I < (MN A}. fiir jedes kellie zu St A gehorige Element g. 


Wir kénnen also wieder den Satz von FROBENIUS-WIELANDT anwenden; vgl. WIE-— 
LANDT [6, p. 276, Satz 1]. Mithin existiert ein 


(d) G=MNA-K, (NA) = NANK ' \ 
erfiillender Normalteiler K von G. 


Ware A keine Hatische Untergruppe von G, so gabe es einen gemeinsamen Prim- 
teiler p von 0(A) und [G@: A]. Ist dann P eine p-Sylowuntergruppe von A, so ist 
_P +1 und P ist als echte Untergruppe in einer p-Sylowuntergruppe Q von @ ent-— 
halten. Aus den Fundamentaleigenschaften der p-Gruppen folgt 


LP et RPO GAO. 


Ist y ein nicht in P enthaltenes Element aus %} PA Q, soist 1 < P< AO AY; und . 

hieraus folgt A = AY wegen (b). Also liegt y in A. Da aber das p-Element y ein : 

v’-Element ist, so liegt y in (9t.A),, = A wegen (c). Also liegt yin A MN Q = P, da ja P 

eine p-Sylowuntergruppe von A ist; und aus diesem Widerspruch folgt, daB A eine * 

Hattsche Untergruppe von G ist. { 
Aus (c) und (d) folgern wir weiter, daB 


G=akK-NA=KAB=KA[NAAK]= 
AVA Og Am Ae By Ad 


ist. Es ist also A ein Komplement von K in G; und mit A ist auch K eine Hatusche 
Untergruppe von G. Wir fassen zusammen: 


(e) A ist ein Komplement von K in G@; und K und A sind Hattsche Untergruppen — 
von @. 


Angenommen, K ware kein r-Normalteiler von G. Dann gabe es einen zu r’ ge- 
hérenden Primteiler w von 0(K). Sei W eine w-Sylowuntergruppe von K. Dann ist — 
W + 1 und es folgt G = K-2W aus dem bekannten Frarrinischen SchluB. Da K 
ein Hatischer Normalteiler von G ist, so ist K QA %W ein Haxtuscher Normalteiler 
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‘yon XW ; und wir kénnen aus dem Scuurschen Satz die Existenz eines Komplements 
Vvon KAW in RW erschlieBen; siche ZASSENHAUS [7, p. 125, Satz 25]. Es wird 


V=NWI[KANWIYK-NWIK=G/K~A 
wegen (e). Da V in XW liegt, so ist V W eine Untergruppe der Ordnung 
o0(V) 0(W) = 0(A) 0(W). 


Da W +1 eine w-Gruppe und w eine Primzahl aus r’ ist, so ist V W eine r'-Untergruppe 
von G, deren Ordnung gréfer als 0(A) ist. Dies widerspricht (a); und aus diesem 
Widerspruch folgt, daB K eine r-Gruppe ist. Also ist K ein r-Normalteiler mit r’-Fak- 
torgruppe G/K ~ A, woraus K = G, und die r-Abgeschlossenheit von G folgen. 


Bemerkung. Ks wird mit guten Griinden vermutet, daB irgendzwei Komplemente 
Hatutscher Normalteiler konjugiert sind; doch ist diese Vermutung bis heute weder 
bewiesen noch widerlegt. Ware diese Vermutung richtig, so wiirde — in den Bezeich- 
nungen des vorstehenden Beweises — folgen, daB die Komplemente A und V kon- 
jugiert sind, daB also A keine maximale r’-Untergruppe von G ist. Wir konnten dann 
also die Forderung (a) dahin abschwachen, daB A eine maximale r'-Untergruppe von 
G, nicht eine maximaler r-Ordnung, ist. Ohne eine solche Abschwachung der Voraus- 

-setzung kann man Zusatz 2 beim Beweis des Hauptsatzes nicht benutzen. 
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A Note on the Theory of (m, n)-distributive Rings 


By Wucuune Hs1nc in Princeton and Wuy1 Hs1ane in Formosa 


i 


Recently, there have appeared a few papers ([1], [2], [3]) concerning (m, n)- dis- 
tributive rings (or generalized rings). An (m, n)-distributive ring is an algebraic 
structure (R, +, -) satifying the following laws 


(i) (R, +) is an abelian group, 
(ii) (R, -) is associative, 
(iii) | ( y: sabe ui) = >) wry (m,n = 2) 
1sism 1sSjSn veneer 
Sisn 


for all a;, yjin R. 

We differ from R. A. Braumont’s definition in requiring associativity of the multi- 
plication. In this note, we give an analysis of the theory of such algebraic structures. 
Throughout the paper, we freely use the fundamental theorem in [3] for our develop- 
ment. Let’s recall it as follows. : 


Fundamental Theorem. Corresponding to an (m, n)-distributive ring (R, +, *), there 

exists an associated ring (R, +, «) with the same additive group (R, +-) and 
axb=a:b—a:0—b:0+0:0 

for alla, bin R. Moreover, if we take e = 0-Oand A(a) =0:a—0-0, o(a) =a-0—0-0 
for alla in R, then 
(i) (mn —1l)e=0, (m—1)A(a)=0, (n—1) o(a) =0; ; 
(ii) A(a + 6) =A(a)+4(6), e(a+ 6b) =e(2) + e(0); 
(iii) — [o(a)*e + A(b) c+ exc+ o(axb) + 07 (a) + @A(b) + Ele) + A(C)] — 

— [a«o(b) + ax A(c) + ae + 0(a) + A(bxc) + Ao(b) + A2(c) + A(e)] =0 
jor all a,b, ¢ in R. : 
Conversely, if (R, +-, *) is a ring with an element e and two mappings A, @ of R into 
itself satisfying the above conditions (i), (ii) and (iii); then there exists an (m,n)-dis-. 
tributive ring (R, +, -) with the same additive group such that . 
a:b =axb+ A(a) + o(a) +e and e=0-0, o(a) =a:0—0-0, A(a) =0-a—0:0. 


Naturally, we can define the ideals in an (m, n)-distributive ring and ask whether 
there is any relation between the ideals of (R, +, -) and those of its associated ring 


(R, +, x). 
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Definition. An ideal of (R, +, -) is a non-empty subset a of R such that 
(i) a,beaimpliesa —bea, 3 
(ii) aeatmplies that both a+r andr: a belong to a for anyre R. 


And the ideal in (R, +, -) generated by 0 will be denoted by (0) in the sequel. It is 
_ clear that (0) is contained in every ideal of (R, +,-). 


Theorem 1. a is an ideal in (R, +, +) if, and only if, it is an ideal of (R, +, *) con- 
_ taining (0). 


_ Proof. If ais an ideal of (R, +, -), then (0) C a. Hence ae a,re Rimpliesa*r = 
~=a-r—a-0—0:r-+0-0€ea. Similarly, r + ae a and ais an ideal of (R, +, x). 
_ On the other hand, if ais an ideal of (R, +, x) containing (0), then both J(r) = 0-r — 
/— 0: Oand o(r) = r- 0 — 0- 0 belong to a. Consequently, botha:r=axr-+ o(a) + 

+ A(r)+eandr-a=rxa-+ o(r) + A(a) + e are elements of a. So a is an ideal of 
(R,+,°). 
Therefore, the ideal theory of (R, +, -) has been reduced to the theory of ideals of 
(Rk, +, *) containing (0). 


Corollary 1. w is a homomorphism of (R, +, x) into (R’, +, x) such that p(e) =e’, 
—6 Po = 0 pand pd = App if, and only if, pis a homomorphism of (R, +, +) into (R’, +, -). 


Corollary 2. The group of automorphisms of (R, +, +) 1s the subgroup of the group 
of automorphisms of (R, +, *) whose elements keep e fixed and commute with 0, 2. 


Theorem 2. If (R,+,-) is an (m, n)-distributive ring satisfying (i) 0-0 = 0 and 
(ii) h(r-0-s) =h(0-r-s) + h(r:+s-0) forall r,s in R, with h(x) =x —0-a-0, then 
R= [Rk — (0)] © (0). 
Proof. Since 0:0 = 0, (s+ z)-0=s-:0+2-0 and 0:(s+ 4) =0-8s+ 0-8. 
By (i) and (ii), we have (0) = {s-0+0-#|s, t€ R}. Now, let’s define 
| gp: R >[R— (0)] © (0) by o(r) = (r +0), 0-r+7-0—0-r-0), 
then 
p(ir+s)=(r+s+ (0),0:(r+s)+(r+8)°0—0-(r+8):0)= 
= (r+ (0),0-r+r-0—0-r-0) + (s+ (0),0°s+8:0—0:s8:0)= 
= (r) + p(s), 


and 

=(r-st+ (0),7-8-0+0-r-s—O-r-s:0)= 
=(r:s+(0),0-r-s-0+7-0-s—0-r-0-8-0) (by (ii)) 
=(r-s+(0),(0-r+r-0—O0-r-0)-(0-s+s-0—0°8-0)) = (7): p(s). 


s 


g(r 8) 


Moreover, if p(r) = y(7"), then r — 1’ € (0), 1.e., 7 — ry =0:-t—s-Oforsomes,te kh 
and0:r-+r:0—0:r:0=0-r' —r'-0— 0-7’ - 0. This in turn implies that 
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sont gh nate 


0=(0-r+r-0—0:7r-0)—(0-r' +7 -0—0:-7r'-0)= 
=0:(r—r)+(r—1)-0—0:(r—1r)-0 = 
=0-(0-¢+s8-0)+ (0-¢+s8-0):0 —0-(0-t+8-0)-0=0-t+s-0=r—r. 

Hence we have shown ¢ to be an isomorphism. On the other hand, since 


g(r —O-r—r-0+0-r-0+t-0+0-s) = (r+ (0),t:0+40°8), 

the isomorphism is really onto. Therefore, we get what we need. 4 
The above theorem actually constitutes a generalization of BEaumont’s theorem 7 
in [1], since if 0 lies in the centre of R, then the condition (ii) is automatically satis- 
fied, and the following example shows that there exists (m, n)- distributive ring satis. 


fying (i) and (ii) but not satisfying BEAUMONT’s conditions. 

Example. Let R = {(i1, 2, 13)|¢1 € I, tg € Im-1, t3 € In-1} where I is the ring of 
integers and Im—1 = I — (m — 1), In-1 = I — (n — 1). 
Define - 
(%1, 42, 73) + (li, le, 13) = (41 + hy, t2 + le, t3 + Is); (t1, t2, 03) * (hi, le, ls) = (0, t2, Is). 
Then, (R, +,-) is an (m, n)-distributive ring satisfying both (i) and (ii). But in 
general, except m = n = 2, (0,0, 0): (¢, 1, 2) + (7, 1, 2) - (0, 0, 0). 


‘ 


Theorem 3. Every (m, n)-distributive ring (R, +,-) with (R, +) as its additive 
group is a ring if, and only if, (R, +-) is torsion-free. 


Proof. The sufficiency is contained in Theorem 2 of [1]. Now, we prove the ne- 
cessity. If (R, +-) is not torsion-free, then there exists an element a in R of positive 
order s. We can find a positive integer ¢ such that st + 1 is not a prime number, say 
st + 1= mn. Define (R, +, -) by setting r-r’ =a for all r,r’ ec R. (R, +,-) is an 
(m, n)-distributive ring but not a ring. The proof is thereby completed. 


References 


{1] R. A. Braumont, Generalized Rings. Proc. Amer. Math. Soc. 9, 876—881 (1958). 
[2] Toru Sarro, Note on The Distributive Laws. Amer. Math. Monthly 11, 280—283 (1958). ; 
[3] Wuyi Hstana, On the Distributive Laws. (To appear in Proc. Amer. Math. Soc.) a 


Eingegangen am 19. 10. 1959 


— Vol. XI, 1960 91 


Kinige hinreichende Bedingungen der Erweiterungstheorie 


Von Hermann WENDELIN in Graz 


Hs sei B eine kommutative, additive Halbgruppe!), welche die kommutative Halb- 
_ gruppe JN der natiirlichen Zahlen enthalte. 
Vi bedeute die Voraussetzung: 
Mit a,b,cEeN und E€ B soll ausa+b+é&E=a-+te stets 6+ €=c folgen, 
_ Ve die Voraussetzung: 
Hs existiere ein Paar a,be N mit b> a, sodagB b+ 4—=a lésbar ist. 
,,Lésbar“ hei®e vorderhand stets, daB die Lésung x in B liege. 
Dann gilt 


Satz 1.1. Aus Vi und V2 folgt, dap alle Gleichungen b’ + x =a’ mit a’, b' EN lés- 
bar sind. 


Dem Beweis werde ein Hilfssatz vorausgeschickt : 


Hilfssatz. Ist fiir ein gewisses Paar a,de N die Gleichung (a + d) + € = a losbar, 
so gult gleiches auch von den Gleichungen 
a)at+n=a fiir beliebige ac N und 
B) (a+d@')+7 =a fiir beliebige a, d' EN, woferne 1 <d' < d bleibt. 
Beweis des Hilfssatzes. Ad «). Unter der Voraussetzung des Hilfssatzes folgt, 
 daB 7 =d-+ € eine Lésung von 
(1) atn=a 
ist. Es gilt demnach 
1. ,,«) ist fir a = a richtig.“ 
Es.ist aber auch 
2. ,,«) fir a =a-+c mit ce N richtig.“ 
Denn in (1) beiderseits c addiert, ergibt, daB a + c+ 7 =a + ¢, also at+n=a 
lésbar ist. 
3. ,,«) ist fira=a-+c mit ceN richtig.“ 
Wegen (1) ist namlich (a + c) + 1 = (a + ¢), also zufolge V; dann auch 
a + 7 =a losbar. 
Ad £). Zunachst ist : . 
(2) (atd)tyn=a fir 1Sd’<d mit d'eN 


losbar. Da namlich mit d= d' +c, wo ce N,a + (d +c)+&=a zufolge der 


1) d. h. eine Menge, in welcher eine eindeutige, assoziative Verkniipfung erklart ist. 
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Voraussetzung des Hilfssatzes losbar ist, so stellt 7 = c Od. € eine Lésung von — 
a-+d'+ =a dar. Wir haben somit } 
1. ,,8) ist fir a = a richtig.“ 

Ebensd gilt aber auch 
2. ,,B) ist fir @ =a-+c mit ce N richtig.“ ¥ 
Aus (2) folgt ja, daB a +c +d’ + =a-+e, daher auch a + d’ + 4 =a losbar_ 
ist. 

SchlieBlich ergibt sich 
3. ,,B) ist auch fiir a = a + ¢ mit ce N richtig.“ 7 
Deni wash (2)ista+c+d+y=a+e, yutelgs: Va somit ancl A +e Toaaam 
losbar. 

Beweis des Satzes 1.1. Da fiir b’ < a’ mit a’, b' ce N die Gleichung b’ + «x =a’ 
(sogar in NV) bereits lésbar ist, braucht nur noch die Lésbarkeit fiir die Falle 6’ = a’ 
und b’ > a’ gezeigt zu werden. , 
1. Sei a’ = b’. Zufolge Vz ist die Gleichung — bei geeigneter Wahl von a, be N — 


(A) b+x=a 
losbar, wobei 6 > a. Setzt man hierin 
(3) b=pr.a-+d, deN, 


so ist (a + d) + =a lésbar und wegen «) auch a + 7 = a fir alle ae N, somit 
auch fiir a = a’ (= 0’). 
2. Sei b' =a’ +d’, d’eN. 
ke WN werde so gewahlt, daB 
(4) d<kd, 
wobei allgemein erklart werde 
(5) ka =a+t+ta+-:-+ta, wennacB. 
STE) TRIES, 


Addiert man zur Gleichung in (A) diese Gleichung noch (k—1)-mal, so ist demnach | 
auch kb + ka = ka, also kb + 7 = ka, oder wegen (3): 


(6) (ka + kd) + » = ka 
lésbar. Anwendung von #) ergibt hieraus 
(7) (a + d*)+y=a 


ist losbar fiir a, d* € N, sofern 1 < d* < kd. Wahlt man hierin a = a’, d* = d’, so 
ergibt sich — unter Beachtung, daB d’ nach (4) die Bedingung von (7) erfiillt — die 
Loésbarkeit von b’ + 2 =a’, w.z.z.w. 

Fuhren wir an Stelle von V; die folgende Voraussetzung ein 


Via. Fir alleaeN, §,n€B gelte: Ausa+E=a-+y folge & = 7 (Die sogenannte — 
seeee Kiurzungsregel) 2) 


*) ,,Speziell“, weil die a vorderhand bloB aus N genommen werden sollen. 
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_ so kénnen wir bereits behaupten: 
Satz 1.2. Aus V1.1 wnd V2 folgt, dap in B eine N enthaltende Untergruppe G* liegt). 


Der Beweis sei blo8 skizziert. 

_ Bedeutet G* die Gesamtheit der Lésungen der Gleichungen 6 + x =a mit a, 
_ beEN — sie existieren ja, da aus V1.1 die Voraussetzung Vj, also aus Vj.; und Ve 
Satz 1.1 folgt — so zeigt man zuerst, daB in G* die allgemeine Kirzungsregel gilt, 
d.h. aus a* + €=a* +n mit a*,é,neG* stets & = y folgt. Hierauf 1aBt sich 
_ beweisen, daf in G* ein neutrales Element der Addition und zu jedem Element 
aus G* auch das Inverse in G* existiert. 4 

An Stelle von V; nehme ich jetzt folgende Voraussetzung 


~ Vie. Bund N enthalte auch die Zahl 0 als neutrales Element der Addition, und Vy 
gelte wm iibrigen sinngemap fiir die so erweiterten Halbgruppen*). 


Dann gilt der 


Satz 1.3. Aus Vi.2 und V2 (wober jetzt unter B die auch die Null enthaltende Halb- 
gruppe zu verstehen ist) folgt wieder, Boy 2 in B eine N enthaltende additive Untergruppe 
hegt. 


Beweis von Satz 1.3. Wie vitor Satz 1.1 bewiesen, gilt auch jetzt wieder, daB 
alle Gleichungen b’ + 2 = a’ mit a’, b’ e N lésbar sind. Sei G* die Gesamtheit dieser 
Losungen. Unmittelbar klar ist dann, daB 


(Al) Nc @* 

gilt; ebenso, daB 

(A 2) G* enthdlt das neutrale Element 0 der Addition 
richtig ist. Dartiber hinaus stellt man noch fest 

(A 3) Ge ist gegeniiber der Addition abgeschlossen. 


Beweis von (A 3). Ist & Lésung von a+ &= 6b mit a,be N und ist 7 Losung 
vonc + 7 =d mit c,deN, so ist (§ + 7) Lésung von (a + c) + ¢ = 6 + d, worin 
(a +c), (6+ d)eN liegen. 

(A 4) Zu jedem ae G* gibt es in G* ein Inverses. 

Hierzu zeige ich, daB die Gleichung 

(3) a+té=0 


in G* lésbar ist. Ich behaupte, daB, wenn « Lésung von c+ a«—=d mit c,deN 
ist, die Losung € von d + £ = c bereits auch die Lésung von (3) ist. Durch Addition 
der beiden zuletzt hingeschriebenen Gleichungen folgt namlich 


(c+d)+(et+4=d+c, kuz f+(a+é)=f, 


8) Den Hinweis darauf verdanke ich einer freundlichen Bemerkung von Herrn PIcKERT. 
4) fiir c von V; darf also auch 0 genommen werden. 
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_ The Maximum Number of Equal Non-zero Subdeterminants 


By Marvin Marcus!) and Henryk Mince in Vancouver (Canada) 


1. Introduction. Let V be a finite dimensional vector space (dim V = n) over 
k 
a field F of characteristic different from 2 and let /\V,1SkSn, denote the 1” 


k 
Grassmann product space over V. That is, /\V is the dual space of the space of 
_ alternating multilinear functionals on the cartesian product of V with itself & times. 
_ The element {=a  Aad2A... A ay for aj€V is defined by 
f(p) = pla, ..-» ax) 
for any alternating multilinear functional q. If ¢1,..., én is a basis of V then 


Cpe eNLEly oh Ves UE lo ee Sa 7 


1 


k 
is a basis of /\ V. To reduce the proliferation of indices let Qi,» denote the set of all 


ordered sequences 1 S71 < ++: < ‘*sS <n of length k and if w = (ij, ..., ix) €Qz,n 
pelet € = €, A... A &,. Lo each ge A V there correspond # scalars c, € F such 
that 
(1.1) Ge) On ba: 
WEQK,n 


. For g to be a pure vector of grade k, i.e. of the form g =a, A... \ ax, GeV, [2; 

p. 16] certain conditions on the coordinates c, must be satisfied. These necessary 

and sufficient conditions are the quadratic p-relations [1, p. 312]. 

In this paper we consider the two equivalent problems: 

(i) determine the largest integer px, n for which there exists a k x n matrix A over F 
with pz, » equal non-zero k-square subdeterminants. 

(ii) determine the largest integer px,» for which there exists a pure vector g¢ A V 
with px, » equal non-zero coordinates. The fact that (i) and (ii) are equivalent is 
seen by noting that if 


and 


(1.2) A 


Ak1---Akn 


1) The work of this author was sponsored by U.S. National Science Foundation Grant G-5416. 
7% 


Re anwe 


7 then the coordinates c, of a A... A a with reepect to the might er ardor 
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basis ¢,, are the k-square sabe steretinnites of A. 
Our main result is for k = 2, namely | 


7 
(1.3) pan =|F], ne 3, 


where [2] is the largest integer less than or equal to x. We also show that pnt, n = es 


and pr,n < (7) for 1<k<n-—1. We prove further that an n-square matrix over | 


F has at most \F -| (3) Saat non-zero 2-square subdeterminants, n > 3. Our last | 


result states that if S = (sj) is an n-square skew symmetric matrix over F of rank 2, 


n2 
n > 3, then at most 3 | entries sjj, 7 <7, have a common non-zero value. 
co: : yi \ a 
‘ ; | 
2. Results. Let ¢ = 4 Eq. a 
MEQK,n : Py 


Theorem 1. Jf 1 <<k<n—Jland aj... \ a, =ce, ce F, thence = 0. Or equi- 


valently, not all k-square subdeterminants of a k x n matrix, 1 < k <n — 1, can have — 
a common non-zero value. : 
t - 

Proof. Let A be the matrix defined in (1.2) and v,..., vg be its columns: : 
aj . $ 

YS 

. 4 

Aj : 

Suppose c + 0. Then c1,...,% = ¢ + 0 implies that { 
k = 

Up = > dpe, eg 2 eae dp € F. 4 

i=1 4 


Hence for k+1<p<n, 


CH Lye, HDs ey be = Ob (OL, ++ 5 UF, Mss «++ Ve Up) = : 
v . 
= det(1,..., v1, Vi4+15 +++ Uk,» > dpm) = a 
: i=1 . 
wea! ? 
= >" dps det (v1, «.. 04-1, 0/41, «+, UR, U4) = 
t=1 ; 
= dy y det (v1, 2.6, OFT 5 UF4Ly s0cg VE», 04) = “ 
= (—1)F-4dyje1,..., 6 = (—1)¥-Fdpye. : 
‘ 
We conclude that . 
dpy =(—1)F4, pS k+1,..., 0, G1, afk, 3 
and thus vz41 = ++: = Vpn. But since k < n — 1 there are at least two vectors Up for — 


p =k -+ land hence c = cg,4,... /&, 441,442 — 0, a contradiction. 


———=— = 


=¥ 
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We note that in case k = n — 1 the above argument fails but in any event we can 
conclude that if c + 0 then 


n—1 


Ones » (—1)"-t-1y, 


t=1 


is a necessary and sufficient condition that 4’ have all (n — 1)-square subdeterminants 


equal to c. 


Corollary. Jf 1<k <n —1 then pn < (i): Also PnA.n = Nn. 

The next Lemma will be used to obtain the value of p2,n- We define a triangle A in 
Qe, n to be a set of pairs of the form (75, i), 1 <s <t<4,1 <i < ig <3 < ign. 
Note that if the elements of Q2,» are interpreted as pairs of column indices in a 2 x n 


matrix A then the elements of A are precisely all the pairs of column indices of a 2 x 4 


‘ submatrix of A. 


Lemma. Any subset Tn of Q2,n,n = 4, containing at least qn = | + 1 elements, 


~ contains a triangle A. Moreover qn is the least integer with this property?). 


Proof. The proof is by induction on n. For n = 4, qn = 6 = (3) and 7'4 = Qo,4. 


Let Tn+1 © Q2,n+1 and suppose 7'n+1 contains at least ¢n+1 elements. ; 

Let Li c Qo, n+1,4 = 1,...,n + 1, be the set of pairs in each of which the integer 
7 appears, and observe that each L; contains exactly n pairs. Now a short computation 
shows that 


(2.1) dni — In =n—|5. 


Suppose some L; contained no more than n — S| elements of 7741. Then by (2.1) 


LU) I; would contain at least gy, elements of 7'n41 and it is clear that the induction 


| ij 
hypothesis would apply to produce a triangle in 7’,+1. Consider the complementary 


set 7,41 in Qe, n41. We assert that either for some to, Ly, O Tn+1 contains at least E 
elements and the preceding argument applies or else 7’,;1 contains a triangle. To 
prove this last statement suppose that L; A Tn+1 has at most | — 1 elements in it 


for ¢=1,...,2 +-1. Let Jo = {],..:., 2+ I} and from Io delete all integers in- 
volved in any pair in Ly N Ty41 and call the remaining set J;, 1) c Ip. Let a € Nh, 
and delete from J, all integers involved in any pair in Lj, 0 Tn+1 to obtain Io, 


z Tz. c I, c Ip. Choose iz € Ig and repeat the procedure to obtain [3, Ig c [gc L1 c Lo. 


Now at each step we delete integers involved in at most B — | pairs in the same Ly 


and hence the set /3 has at least 
n+1—3]/3] 21 


integers in it. Let iz € Jz and let A be the triangle defined by the four integers 1, 71, ?2, 


2) P, Deven proved a generalization of this and we are indebted to him for several valuable 
conversations concerning his results. 


ae 
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is. Note that if (a, 8) € A then («, 8) € T'n+1 otherwise « (or f) would have been deleted . 
in the above procedure and hence not have appeared in A. 


To see that qn = > 1 is the least integer having the property consider the set . 
T'n C Qe, n whose elements are: 
(0,04 1) 6 eal an 
(i,7 + 2); cep cca On cep 
(GQ,0+ 4); +=1,...,97—4, 
( 


40+ 5); t= 1,.2,n—5, 
(2.2) i 


(ji +3p+); i=1,....»—-@Bp+)), aa 
(,64+3p+2); i=1,...,n—(8p+2), 


The complement of 7’, clearly contains 
—1 
(n= 3) + (n—6) + + n—3[*F>| 
elements and hence 7’, contains 


(2.3) (3) = | aft |—3 34 3 


j=1 


2 
elements. An elementary computation shows that the integer in (2.3) is E : 


We assert next that 7’, contains no triangle. For suppose (iz, 7g) € Tn, t1 < tg << 
< iz < t4. Then from (2.2) we see that ig = i, + 3p + &€4g where é,g = 1 or 2. But 
then ig — tg = 0(3) if 21 = €31. Hence &91 + €31. Similarly ¢4) + €31, €41 + €21. But 
this implies that ¢,3, must take on at least three values, a contradiction. This com- 
pletes the proof. . 

Our main result is 


Theorem 2. If n > 3 then pon = Ei That is, the largest number of equal non-zero 
2 
2-square subdeterminants in a 2 x n matria is >| Or equivalently, the largest number 
of equal non-zero coordinates in a, \ ag is >| ; 
2 
Proof. Let aj A ag = » Cw» and assume that c,, = c for more that Ea pairs w. 


WEQ2,n 
It follows from the Lemma that there exists a triangle A in Qo, , such that c,, = c for 


all w € A. Lett; < tg < ig < tq be the four integers involved in A and set 


ioe be Ait, Ai, 4, 
Q2i, A2i, A2i, Ai, 


Then all 2-square subdeterminants of A are equal to c and hence by Theorem 1, c = 0. 


‘ 
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2 
This implies that po, n < Ea To obtain the equality consider: 


2m n 
(i) n=3m, U=)Dig, a= dig; 
: j=) j=m+1 
3 2m+1 n 
(ii) = Sint ls Gy ey an =) ey 
i j=m+1 
2m—1 ° n 
(iii) n=3m —T, a1= > s, a2 = > ey. 
' j= j=m4+1 


: n2 
In each case a A ag has precisely +| coordinates with respect to the basis ¢,, equal 


to 1, the rest equal to 0. This completes the proof. 
Corollary 1. If A is an n-square matrix over F and n> 3 then A has at most (3) >| 


: 3 
equal non-zero 2-square subdeterminants. 
This is a partial answer to a question posed by K. GoLpBERG in a private communi- 


cation. ‘The bound () E eli is achievable for n = 4: 


ORME T SNE vest 
ok vise ee 
=p rae eae 
SAN SN Sak 


has 30 2-square subdeterminants equal to 1. However for n = 5 the following argument 


zi Pais 
will show that a 5-square matrix cannot have as many as 80 = (3) Ea of its 100 = (3) 


2-square subdeterminants with common non-zero value c. Let the row vectors of A 
be a,7 = 1, ... , 5. Suppose that for each (s, ¢) € 2,5 the 2 x 5 matrix 


Bhas 8 E 2-square subdeterminants with common non-zero value c. It follows 
easily that in the matrices Aj2, A13, A23, there exist at least 4 pairs of column indices 
such that the corresponding 2-square subdeterminants each have value c. Hence for 


at least 4 pairs (¢, 7) € Qe,5 all three 2-square subdeterminants of 


aii Aj 
agi a2; 
a3: 43] 


have value c. Consequently a3; = a2 — d1i, 3j = Gay — A1j for at least 4 pairs 
(i, 9) € Qo,5. It follows that ag differs from a2 — a in at most 1 coordinate and by a 
similar argument a4 differs from az — a1 in at most 1 coordinate. We conclude from 


this that in 
431-.- 435 
wpe 
Be i 1 M45 


' agent OA LNUE CRN gine Rn a hier RE NT Meni Red eee Be Tati iM LE (Sie LS 
Te f ; we , Kia Pea ee aa: BR Beh cas 


i 
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a3; = aa; for at least 3 integers 7 and thus at least three 2-square subdeterminants of — i 
Agq are 0. But this is a contradiction to the fact that Agq4 has 8 of its 10 2-square — 
subdeterminants with common non-zero value c. A similar argument can be made ; 
for n = 6 but not for n > 7. It is not known to us what the bound is for n => 5 
2 

nor whether (5) >| is achievable for n = 7. 

The general question of finding the largest number of equal non-zero k-square sub- 
determinants in an n-square matrix seems out of reach by these methods. From the 


Ss ee Te a 


corollary to Theorem 1, it is clear that if 1 < k <n — 1 then not all Gi of the 


k-square subdeterminants can be equal with common non-zero value. If k =n — 1 
this situation can in general occur: e.g. all 3-square subdeterminants of 


0 


1 
1 
1 
3 


-—- — © 


are equal to 1. 


Corollary 2. If S 1s an n-square skew-symmetric matrix of rank 2 then S has at most : 


2 
>| equal non-zero elements sj, 1 Si<j Sn. 


Proof. This follows from Theorem 2 and the fact that A V and the set of n-square ' 
skew symmetric matrices over F are isomorphic, with rank 2 matrices corresponding 
to pure vectors of grade 2 
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Integrability Theorems of Trigonometric Series 


By Yune-mrine CHEN in Hong Kong 


If An \, 0 ultimately, then the series 
co : iL co 
(1) g(z) = > Ansin ne, {(@) = 3 to + 2, An cos me 
T 


converge to continuous functions in 6 < x S 2x — 6,6>0. But they may not be 
L-integrable in (0, z). 

ALJANGIC, Boone and Tom1é [1] have proved the following theorems. They 
multiplied 2~” by a slowly increasing function D(a) in the sense of KARAMATA: 


Theorem A. If An\.0, O< y < 2, then x? L( (1/2) g(x) EL(0, x) if and only if 
SS W1L(n) An converges. 

Theorem B. Jf L(x) is Bee non-decreasing, and if An\.0, then L(1/x) g(x)e 
eL (0,2) if and only if ye L(n) An converges. 


Theorem C. If An\.0, O0< y <1, then a’ L(1/x) f(x) € L(0, 2) tf and only if 
», n’ 1D (n) An converges. 

Theorem D. Jf L(x) «1s convex and non- eee An\.9 CU, » An COn- 
verges, {(0) = 0, then a1 L(1/x) f(x) € L(0, x) af and only if Se — L(n) Ayn converges, 


where An = » hoe 
n 7 


Theorem E. If An \,0 ultimately, oe An converges, {(0) =0,1<y <3, then 
x? L(1/x) f(a) € L(0, x) 


of and only if » n’-1L(n) converges. 


From another point of view, A. PeyERIMHOFF [4] has generalized the corresponding 
results for g(x). He replaced a’ L(1/x) by a general positive L-integrable function 
- n(x). On the other hand, GonzALuz-FERNANDEZ [2] has proved the corresponding 
theorems for f(x) when y > 3. In remains to investigate the generalized theorems 
of GonzALuz-FERNANDEZ’s results and PeyERIMHOFE’s results when 7 (2) is replaced 


by p(x) € L(0, x). 


aE NESTS oe bP Pe Silene, a ahs Sh Vw SA et St ee AOC Ni Se | 
7 > 7 os Y Cay akties As PERE Sp Weg Ogee 
i i \ m8  & 
. - / . 7 ‘3 
a . é Mi 
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In the following we shall use the function g(x) which is of a type analogous to the at 


class of functions defined by MARCINKIEWICzZ [3], [5]*). ay 
We shall use K to denote some positive constants, and so two different positive con- 


stants may be denoted by the same K. R 
By ¢(x) we denote the positive function which satisfies the following conditions 


(t) (2) 


P 
(2a) 0< Ax ay eee 
where A, B are absolute constants,t =1,3,5,...,%>0; 
1 co 
(2b) [ xk+2 y (a) dx < 00, [ak p(x) dx << oo, k =O isaconstant. 
0 i : 
An easy example of (x) is 
(3) p(x) = xP {2+sinz}7, —3—k<p<—1—k, 


where q is any real constant. The following results are analogous to Satz 4 in [4]. 


Ie oe 
Theorem 1. Suppose that Ay = 0 ultimately, that = + » An Cos nx converges to f(x), 
1 


and that for some integer 7 = 0 (for 7 = 0, we use the left member of (4) ) 


co 


1 co co 
(4) 5 ho + D An =>) 02 An = =) nF An = 0. 
T T I 
Then for k = 27 in (2b), p(x) f(x) €L(0, x) if and only if » - YP (--) An converges. 
Theorem 2. Suppose that An = 0 ultimately, that x An Sin nx converges to g(x), and 
that for some integer 1 => 0, - 2 


(5) Dd 2An = Di 08 dn =o = Y n2l41 A, = 0. 
T T T 


Then for k = 21+ 1 in (2b), p(x) g(x) EL (0, x) if and only if oy = Y (-,) An con- 
verges. 

The proofs of these theorems follow in a similar way as given in [2]. We require the 
following lemmas, which have been proved in [2]. 


: 
‘ 


< 


Lemma 1. 
: oj S 0 for 7 even 
; PET ely Be geht y mie py oe eat: 
(6) COS Y s 1 b ( ) (2))! = 0 for 7 odd. 
Lemma 2. 
. 5 5 21+ <= 0 for l even, 
; Si of nay he eek ee ho ee as Te ee ee ; 
(7) MY Yb at ep etc (an) (20+ 1)! | >0 for lodd. 


*) A detailed comparison of MArRcINKIEWICz-Zy@muND’s function and other types of asym- 


ptotic functions will be discussed in another paper “Theorems of asymptotic approximation’”’, to 
be published in Math. Ann. . 
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Proof of Theorem 1. From (4) it follows that 


co 2 ay co 
(8) Taye 2 Ne {cos mz 14 A Cty ea ‘ot = a An Kj (na) , 


say. : 
_ By Lemma 1, Kj (nz) is of the same sign for every nx when j is fixed. So it is sufficient 
to consider the case when j is even. Write . 


— (x) = ihn [— Kj(nx)], 


where — K; (nx) = 0. Since it is proved in [2] that K;(nxz) ~ K22V+)), +0 for 
fixed n, we have (x) K; (n2) e L(0, x) for every n. For clarity, we now assume as in 
[2] that 7 is odd. Write 


a Ea co bg N-1 co 
J ple) f(@)dx =] nos oe =[o0) {2+ S| ax Nx) dx 
0 T WV 


=| p(x) 81 (« Jae + F ple) (x) dx, 
‘ 
N-1 
say. Then g(a a), An Kj (nx yeL(O, z) for fixed N, and 
T 


(9) 


(10) f oz) 5 WP ina] dix oe dn | p(t) Kj (m2) dx. 
AEN virtue of (2a), (2b) we find 
co thay, [o,0} J nm 
: TON Vol dee hl =| Ay K;(t)dt < 
Da) ole) SE Xa) ola) am [ POR Od s 
Qlji< d (2) o(G) & (‘dt = An f p(t) Kj (nt)dt =f oe) {Sin ina)} de = 
NN 0 0 N 


N : 
x [Sears x ¥ (5) (7) An fp Kyla sk 3%) (Fn. 


This implies v(x) S2(x) ¢ L(0, a) if and only if xG o(5 )an is convergent. Since 
p(x) Sy (x xe L(0, x), this proves Theorem 1. The proof of Theorem 2 follows in a 


similar way. e 
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Reell-analytische Strukturen 
der Alexandroff-Halbgeraden und der Alexandroff-Geraden 


Von Hettmuts Kneser in Tiibingen und Martin KnEsER in Miinchen 


Die Gesamtheit A+ der Paare (yw, €) + (0,0) aus einer Ordnungszahl w< @, und 
einer reellen Zahl € mit 0 < €< 1, lexikographisch geordnet und mit der Ordnungs- 
topologie versehen, heife die Alexandroff-Halbgerade. Wir stellen ihr ein zweites 

Exemplar A~ mit der entgegengesetzten Ordnung zur Seite und bilden mit einem 
weiteren Element 0 die geordnete Menge A = A~-+ {0} + A+. Diese, ebenfalls mit 
der Ordnungstopologie versehen, heiBe Alexandroff-Gerade (s. [1] des Literaturver- 


PERN a nah he We ym iar 


CG AO ety re Atami” — Spain sestaine yt 


meee 


zeichnisses). Sowohl A+ und A~ wie A sind zusammenhangende eindimensionale 
Mannigfaltigkeiten!). Der Altere von uns hat vor einiger Zeit gezeigt [2], daB man — 


sowohl A+ wie A mit einer reell-analytischen Struktur versehen kann, und warf dabei 
die Frage auf, ob etwa alle solche Strukturen von A bzw. von A+ isomorph seien. 
Diese Frage wird hier mit nein beantwortet. Einige andere Aussagen aus demselben 
Fragenkreis ergeben sich auf dem Wege zu dieser Antwort oder schlieBen sich an. 


Wir betrachten auf A eine feste reell-analytische Struktur und bezeichnen fiir z € A 
mit A? bzw. A; den Abschnitt der 2 ¢ A mit x > z, bzw. x < z, versehen mit der von 
A induzierten analytischen Struktur. Da alle Abschnitte A? zu A+ homéomorph 

_ sind), folgt die Behauptung iiber 4+ aus dem 


morph. 


Von zwei Abschnitten AY und A? ist einer ein Abschnitt des anderen und beide 
hom6omorph zu A*; es geniigt daher, zu zeigen, da eine reell-analytische Alexandroff- 
Halbgerade A* zu keinem ihrer Abschnitte A? isomorph ist, daB es also keine biholo- 
morphe Abbildung von A+ auf A? gibt. Das folgt aus dem scharferen 


Satz 2. Jede holomorphe Abbildung f von A+ in sich ist entweder konstant oder die 
Identitit. 


1) Der einfache Beweis scheint noch nicht veréffentlicht zu sein. Man beweist gleich, daB jeder 
Ausschnitt Byz = {(u, &)|% < w< A} von At mit O< x<A< «ay, der ‘Halbgeraden t > 0 und 
damit jeder Strecke « < t< f ordnungsisomorph ist. Das stimmt fiir 2 = x + 1. Istaber x +1l< 
< W< , und ist der Satz richtig fiir alle 4 mit x < A< 1’, so setzt sich im Falle 7’ — WV’ + 1 der 
Ausschnitt B,,” zusammen aus Bq” und Byy = {(m,€) | = 4}. Ist aber 2’ Limeszahl, so sei 
x = 41< dg< ++: eine gegen 2’ strebende Folge; dann besteht B, aus den nach der Induktions- 
annahme den Strecken » = t< » + 1 ordnungsisomorphen Ausschnitten Baga. di 

”) Ist y< z< w, so kann man {x|y< a< w}nach 1) ordnungstreu auf {x|z< a < w} abbilden. 


Satz 1. Zwei verschiedene Abschnitte AY und A® sind nicht reell-analytisch homéo- — 


os 


- 


= 
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Da8B es nur so wenige holomorphe Selbstabbildungen von A+ gibt, liegt daran, 


_ da8B schon die stetigen Abbildungen starken Hinschrankungen unterliegen. Wir be- 
_ trachten allgemeiner Abbildungen von A+ in A und bezeichnen mit 2 —> ++ oo den 


Grenztibergang wachsender x in A oder At, mit «> — oo den fallender «x in A. 


_ Dann gilt 


Satz 3. Fiir jede stetige Abbildung f von At in A gilt eine der folgenden Aussagen: 
a) f ist auf einem Abschnitt A* konstant, 


b) lim f(x) = +00, 


w—>-+ co 


Zwei Abbildungen f und g der Klasse b) (ebenso natiirlich der Klasse c)) haben in 
jedem Abschnitt AY Koinzidenzpunkte, also Punkte z, fiir die f(z) = g(2) ist. 


Hieraus folgt sofort der Satz 2. Da At+ in A nach unten beschrankt ist, scheidet 


Z fiir eine Selbstabbildung / von At der Fall c) aus. Ist f holomorph und gilt a), so 
ist f auf ganz A* konstant, da A+ zusammenhangend ist. Liegt aber der Fall b) vor, 
_ so besitzt f in jedem Abschnitt AY Koinzidenzpunkte mit der Identitat g(x) = 2, 


d.h. Fixpunkte. Sei z; ein Fixpunkt von f, zg ein Fixpunkt in A* usw., allgemein 
2n41 ein Fixpunkt von f/ in A%n. Dann ist die Folge 2}, zg, ... monoton wachsend 
und konvergiert daher gegen einen Punkt z3). Dieser ist Haufungspunkt von Fix- 


; punkten von f. Daher ist f in einer Umgebung von z, also in ganz A+, die Identitat. 


Beweis von Satz 3. Liegt fiir die Abbildung / keiner der Falle b) oder c) vor, 
so gibt es Punkte w und v aus A derart, dai f in jedem Abschnitt AY von A+ Werte 
zwischen wu und v annimmt. Da das Intervall w= x <v einem abgeschlossenen 
Intervall reeller Zahlen homéomorph ist?), besitzt f(x) fiir x > + co einen Hau- 
fungspunkt a. Wir zeigen, da sogar lim f(x) = a ist. Andernfalls gabe es namlich 


a%—>-+ co 
eine monoton wachsende Folge 2, x2,... aus A+ derart, daB die Folge f(#2n-1) 
gegen a konvergiert, die Folge f(x2,) aber nicht, und das widerspricht der Stetigkeit 


von f im Punkte « = lim zy. Ist nun Uj, U2, ... eine Umgebungsbasis von a, so 
\ 


liegt f(x) in Up fiir “ Zn und daher in () Un = {a} fir x > z = lim 2y; f ist also 
in A? konstant, wie behauptet war. at Ress 

Sind nun f und g zwei Abbildungen der Klasse b) und ist ein Abschnitt AY von A+ 
gegeben, so wahlen wir 2 beliebig in AY, und dann aon > X2n-1 so, daB f (ren) > 


> g(xen-1) ist und xen+1 > Xan 80, daB g(Xen41) > f (ven) wird. Wegen der Stetig- 


keit von f und g im Punkte x = lim x, ist dann 


n—->0co 


lim g(%en+1) 2 lim f (x2n) = lim 9 (%2n-1) 


n—0o n—>co n—>co 


| also f(x) = g(a). 


3) Jede abzihlbare Menge von Ordnungszahlen unter «; hat eine obere Schranke unter 1; 
daher hat jeder abzahlbare Teil von A+ eine obere Schranke in At und liegt mitsamt dieser in 
einem der Zahlengeraden ordnungsisomorphen Ausschnitt von At. In diesem Ausschnitt gilt der 


Satz von der oberen Grenze. 
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Die bisher konstruierten reell-analytischen Alexandroff-Halbgeraden waren Ab- 
schnitte einer festen Alexandroff-Geraden. Greift man davon zwei heraus, so ist also 
eine einem Abschnitt der anderen isomorph. Das ist nicht allgemein so: 


Satz 4. Es gibt zwei reell-analytische Alexandroff-Halbgeraden, von denen sich keine 


nicht konstant und holomorph in die andere abbilden laft. 


Zam Beweis sei A+ wieder mit einer analytischen Struktur versehen, y ein Punkt 
von At und @ eine biholomorphe Abbildung einer Umgebung U_ von y auf ein Inter- 


vall I der Zahlengeraden; der Einfachheit halber nehmen wir an, daB p(y) =0 und gy 
monoton wachsend ist. Wir erklaren nun auf A+ eine neue analytische Struktur, — 
indem wir auf dem Komplement von y die urspriingliche Struktur beibehalten, in U — 
aber die Abbildung g durch y = py oy ersetzen, mit einer in J erklarten monoton ~ 
wachsenden und stetigen Funktion y(t), die fiir ¢ + 0 holomorph ist und bei t = 0 — 


_ den Wert 0 annimmt. Machen wir das mit zwei verschiedenen Funktionen y und ye, 
so erhalten wir zwei reell-analytische Mannigfaltigkeiten Aj und A3, die als topo- 


logische Raéume tibereinstimmen, sich aber in ihrer analytischen Struktur unter- 
scheiden kénnen. Ist nun f eine nichtkonstante, holomorphe Abbildung von Aj in © 


Az, so folgt — da die beiden Strukturen auf AY iibereinstimmen — wieder nach 
Satz 3, daB f auf AY die Identitét ist. Die Funktion y, of o y;' stimmt also fiir 


t>0 mit 7,07,' = yeoy;,' iiberein und setzt diese iiber ¢ = 0 hinaus analytisch — 


fort. Das ist aber unméglich, wenn man z. B. 


yi(t) at fiir {2} 0 


setzt, mit positiven Konstanten «1, «2, von denen keine ein ganzes Vielfaches der 
anderen ist. 


Satz 5. Auch auf der Alexandroff-Geraden A gibt es nichtisomorphe reell-analytische 


Strukturen. 


Beweis. Mit einer reell-analytischen Alexandroff-Geraden A, einem Punkt y von A 
und einer biholomorphen Abbildung gy einer Umgebung von y machen wir dieselbe 
Konstruktion wie oben mit A+, nur daB wir diesmal drei Konstanten «1, «2, «3, 


nehmen und demgema8 drei analytische Strukturen A,, A, A3, auf A erhalten. 


Dasselbe Argument wie oben zeigt, daB es keine die Anordnung erhaltende Iso- 
morphie zwischen zweien von diesen geben kann. Waren sie also alle drei isomorph, 
so gabe es Isomorphien f; von A; und Ag sowie fg von Ag auf A3, welche die An- 


ordnung umkehren; fg of, ware dann aber eine ordnungserhaltende Isomorphie von — 


A, auf A3, und das kann nicht sein. 
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Zu den Weyl]-Cartanschen Raumproblemen 


Marston Morse gewidmet 


Von Hans FREUDENTHAL in Utrecht 


Herr D. Lavewrrz1) hat darauf hingewiésen, da8B das von H. Wevt urspriinglich 
formulierte Raumproblem?) verschieden ist von dem, das er spater gelést hat3). Diese 
Raumprobleme verlangen eine Charakterisierung der (infinitesimal-pythagoraischen) 
Riemannschen Metrik. Jedenfalls sollen die Metriken der Vektorriume in den ver- 
schiedenen Punkten aquivalent sein vermége volumentreuer linearer Abbildungen. 
Beim ersten Raumproblem wird gefordert, da zu tibrigens beliebiger Metrik ein 
(symmetrischer) affiner Zusammenhang existiere. Beim zweiten Raumproblem wird 
die Zahlenmetrik zu einer ,,Gruppenmetrik‘‘ abgeschwacht, wahrend andererseits die 
eindeutige Existenz des affinen Zusammenhanges gefordert wird. Doch braucht man 
nieht, wie Herr Lavawirz, die beiden Raumprobleme als wesentlich verschieden zu 
betrachten. Mit der Methode des zweiten ist auch das erste gelést, insbesondere wenn 
man sich der Cartanschen Beweismethode anschlieBt. E. Cartan‘) hat sich mit der 
Forderung der Existenz des affinen Zusammenhanges zu beliebiger Gruppenmetrik 
bei gegebener Gruppe begntigt. Diese Forderung schneidet namlich schon tief ein. 
E. Cartan erhielt als zulassige Gruppen‘) die der linearen Transformationen des 
Vektorkorpers, die bzw. 

1) das Volumen invariant lassen, 

2) eine feste Richtung und das Volumen invariant lassen, 

3) eine feste nichtentartete symmetrische quadratische Form invariant lassen, 
4) eine feste nichtentartete antisymmetrische Bilinearform invariant lassen. 

(Die vierte Gruppe, die symplektische, ist fiir n 2 4 zu Unrecht in Carrans Auf- 
zahlung stehen geblieben; sie 1aBt sich auch noch ausschlieBen.) 

_ Fordert man nun, um zur Weylschen Fragestellung zuriickzukehren (statt einer 

Metrik nur), daB die Bahn eines Punktes nirgends dicht sei, so bleibt nur die dritte 
Gruppe, die orthogonale, iibrig, und damit ist die Riemannsche Metrik charakterisiert. 

Ich komme auf den Beweis des Cartanschen Satzes zuriick, weil er sich erheblich 
vereinfachen la8t. Die bei der AusschlieBung der symplektischen Gruppe angewandte 
Methode 1a8t tibrigens vermuten, daB der Beweis sich auch einfach elementar fiithren 


lassen muB; das ist mir aber nicht gelungen. 


1) Arch. Math. 9, 128—133 (1958). } , 
2) In der Neuherausgabe von B. Rrsmann, Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu- 


“grunde liegen, Berlin 1919, 8. 27. 
3) Math. Z. 12, 114—146 (1922). Siehe auch: Mathematische Analyse des Raumproblems, Berlin 


1923. 
4) J. Math. pures appl. (9) 2, 167—192 (1923) = Oeuvres III, 633—658. 
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- _ phat ; 


Ich lasse zur Konkurrenz alle linearen Abbildungen (nicht nur die volumentreuen) — 
zu. Das kompliziert die Betrachtungen an einer Stelle ein wenig; es fihrt natiirlich — 
auch zu einer Erweiterung der Cartanschen Liste. Hierbei zeigt sich etwas Merk-— 
wiirdiges: Fiir n = 4 (und fiir keine héhere Dimension) ist die Gruppe der Ab- — 
bildungen, die eine feste homogene nichtentartete antisymmetrische bilineare Relation — 
invariant lassen, zuldssig. Es gilt dann’ sogar: Die Gruppenmetrik bestimmt den — 
affinen Zusammenhang eindeutig, wenn man von den J}, des affinen Zusammen- 


* 


hanges auBer der Symmetrie in den 7, 7 noch verlangt : 
SY Gn LG + gix Dn + 97% Ti) = 9, t 
k ’ ‘ 


wo (gnx) der antisymmetrische Fundamental-Tensor ist. 
Ich nehme an, daB diese Tatsache bekannt ist, habe sie aber in der Literatur nicht © 


- finden konnen. - 


1. Das Weyl-Cartansche Seger es 1aBt sich, wie man n weil, zuriickfiihren auf . 
die 

Aufgabe: Man bestimme alle Lie- Aeon ZL von linearen Selbstabbildungen des ; 
Ry mit der Higenschaft: 


Seien O, (vy = 1,..., 7) eine Basis von L, und sei (C%,) Matrix von C,. Dann haben } 
bei beliebig Ropenenett at (i,j,k =1,...,) die Gleichungen 
(1.1) ~Siobes aed Ge 


eine Lésung (a;,, 1) mit in 7, 7 symmetrischen J". : 
Als Grandkokper nehme man den reellen oder den komplexen. 
Die Bedingung bei (1.1) la8t sich noch vereinfachen durch Antisymmetrisierung 
tiber 7, 7: 
Bei gegebenen pat re Ak, (= Gi, — G¥) soll : 


a - 


(1.2) >) (Ghat — OF a3)’ = AR, 


eine Lésung besitzen. 

Ist der Grundkorper der reelle und gilt obige Bedingung mit reellen a und A, so gilt 
sie auch mit komplexen a und A. Ein L tiber dem reellen Kérper, das geniigt, besitzt 
also eine Komplexifikation, die auch geniigt. Wir beschranken uns daher vorlaufig 
auf den Fall des komplexen Grundkérpers. 


wn 


2. Man multipliziere (1.2) mit «yi und summiere iiber i, j. Sind die Vektoren 2, y : 
mit den bzw. Koordinaten at, y/ unabhangig, so kann z* = 2 At. atyi bei geeigneten — 
antisymmetrischen A}, einen beliebigen Vektor z ergeben. Unser Bedingung liefert — 
nun: 

Zu gegebenen x,y,z € Ry, mit untereinander unabhangigen a, y gibt es X, Y e L mit 
(2.1) Xy— Yxu=z. 


3. Das System (1.2) hat }?(n — 1) Gleichungen und beliebige rechte Seiten. Zur 
Lésbarkeit muB die Zahl der Unbekannten a} mindestens }n?(n — 1) sein, also 


rain(n— 1): 
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4. Sei S echter, gegeniiber L invarianter Unterraum von R,,. Dann mu8 
(4.1) dim S < 2 


sein, denn sonst ware (mit unabhangigen x,y ¢ 8) Xy — Yue S firalle X,¥ ¢L,im 
_ Widerspruch zu (2.1). 
Sei vorlaufig 

dim S = 1 


und S etwa erzeugt vom ersten Basisvektor von Ry. Sei L; die von L in Rp/S in- 
_ duzierte Lie-Algebra. Das Teilsystem von (1.2) mit i = 1, 7,4 > 1 lautet dann 


MOR = Aly, je > 1. 


Die Matrizes (Aj,) lassen sich somit als Elemente von L auf fassen. Also: 

Ly ist die volle Algebra der linearen Selbstabbildungen von R,/S. 

Die Kommutatoralgebren von L bzw. Ly heiBen L’ baw. Lj. Der kanonische 
Homomorphismus L —> L; induziert einen Homomorphismus L’ > L, mit dem Kern 
K. Es ist 

KRncS, IGS =O) 5 


[K,K]=0, dimkKsn—-1. 
Fur X e€ L’ sei die lineare Selbstabbildung X von K definiert durch 
XZ=[X,Z]. Wex). 


Fiir X ¢ K ist X = 0. Also wird durch 
ay: 


L'/K = Lyin K dargestellt. Da L; eine Lie-Algebra vom Typ 47-2 ist, gilt 
dim K=0, oder=n—1. 


Ist dim K = 0, so ist L’ mit L; isomorph, also einfach, und 1a8t einen Unterraum T' 
von Rk, mit S++ T = R,, SOT = (0) invariant. Nun ist L’ in T aquivalent zu L; 
in R,/S, also ist L’ in T irreduzibel. Da I’ Ideal in L ist, so ist Y JT fiir jedes YeL 
ebenfalls invariant bei L’. Ist Y71+7, so muB dim 7 = dim S, also = 1 sein. Ist 
YT = T fir alle Y € L, so ist T invariant bei L, also dim T' < 2, also wiederum 
dim 7 = 1. Alson = 2. 

Sei nun n > 2. Dann mu8 dim K = n — I sein, und dann gilt: 

L’ ist die Algebra der linearen Selbstabbildungen X von Ry, mit 


AS = 0; spX =. 


Lenthalt L’ und ist enthalten in der Algebra aller X mit XS c S. Also: Die einzigen 
reduziblen Algebren, die die ,,Aufgabe‘‘ erfiillen, sind von der Form: 

(x) Alle linearen Selbstabbildungen X des Ry, die einen festen eindimensionalen 
Unterraum S invariant lassen und einer Beziehung o1spgsX = o28ppr,, X zwischen den 
| Spuren in S und Ry geniigen, mit festen 01, 02 (01 + @2, oder 01 = 02 = 0). 
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(8) Fiir n = 2 noch alle linearen Selbstabbildungen X des Ry, die zwei feste ein- : 
dimensionale Unterraume 81, S2 invariant lassen und @1sps,X + e28ps,X = 0 ge- 4 
niigen, mit festen 01, 02 (01 @2 + 0 oder 1 = g2 = 9). : 


5. Wir diirfen nun voraussetzen, daB L irreduzibel ist. L ist also direkte Summe ein- © 
facher Lie-Algebren. Einer der Faktoren kann aus den Skalarmultiplikationen be- 
stehen. Die Summe der anderen heiBe Lo. Der Rang von Lp heibe /. : “oa 

In 2.1 betrachte man Vektoren x,y,z bzw. vom Gewicht h,k,g. Dann ist Xy not- 
wendig Summe von Vektoren der Gewichte k, k — « und Y x ebenso von Vektoren der 
Gewichte h, h — B, wo «, 8 Wurzelformen sind. Also muB entweder g — h oder g — k 
Wurzelform sein. Daraus folgt das 


a ee 


Prinzip: Zu jedem Gewicht g gibt es héchstens ein Gewicht g’ so, daB g — g’ nicht — 
Wurzelform ist. ' 

Mit diesem Prinzip schlieBen wir allerlei lineare Lie-Algebren aus, indem wir ein — 
Gewicht g und drei Linearformen «, 8, y angeben, derart, daB g —a,g—f,g—y 
Gewichte sind, aber weder « — 6, noch « — y Wurzelform. 


6. Sei immer 01, ... , @7 ein System irreduzibler Wurzelformen und g das hachste™ 
Gewicht. Da g zu einer treuen Darstellung von Lo gehort, gibt es in jeder Komponente 
des Wurzelformenschemas ein @ mit (g, 9) + 0. Wir zeigen nun: 

Ist 1 = 3, so ist (9, 01) + 0, (9, oj) + 0,7 + j unmoglich. 

Gilt namlich (0%, 01) = (ex, e7) = O fiir alle ox (k + 7, 7), so gibt es in der Kompo- ~ 
nente des Wurzelformenschemas, die.solch ein ox enthalt, ein oy mit (7, op) + 0, und 
dann fiihrt « = ep, 8B = oi, y = oj; zum Widerspruch. Gibt es dagegen ein 0% (k + 7,7) — 
mit etwa (0;, ex) + 0, so fiihrte « = oi, B = oj, y = 0; + ox zu einem Widerspruch. 


7. Hieraus folgt: Fiir 1 = 3 ist Lo einfach. 
Denn sonst zerfiele das System der 01, ... , a in zwei Komponenten und miiBte in — 
jeder von ihnen ein Q; existieren mit (7, 0) + 0. 


8. Vorstehender Beweis der Einfachheit von Zo fiir 1 > 3 enthalt unsere wesent- — 
liche Vereinfachung gegeniiber Cartans Methode. Eine Inspektion der verschiedenen — 
einfachen Lie-Algebren fiihrt nun schnell dum Ziele. Es scheint uns aber interessant, 
die Tragweite des ,,Prinzips“‘ zu ermitteln. 


9. Die Behauptung von Abschnitt 6 gilt noch fiir 1 = 2, wenn Lp als einfach voraus- ; 
gesetzt ist. . 


Denn sei (01, 02) te 0, 


(9; ei) . F 
2——— = : 
(onvod) ok AU 1,2). 
Dann ist 
(J, 01 + @2) (01, 01) + (@2, @2) (01, @2) 
2 OC i ee Se em — 2 —— 
(ex + G2, @i + G2) = (or + caver + ey) = 1 . 7 (a + e2,e1 +e) > 


Also ist g — 201 — 202 Gewicht. « = 201 + 202, B = a, y = 0 fihrt zu dem Wider- © 
spruch, daB e; + 2e2 und gg + 2¢e, Wurzelformen waren. 


Vol. XI, 1960 Zu den Weyl-Cartanschen Raumproblemen Ill 


10. Fir 1 > 1 ist 
CE oi) 
. $ lee > | 
unmoglich. 

Zum Beweise wahlt man, wenn méglich, 0; mit (o;, 0;) +0, 7 + 7, und erhalt man 
bei « = 207, 8 = a: + 0;, y = 0 einen Widerspruch. Ist die Wahl nicht méglich, so 
ist Lo nicht einfach und / = 2 (siehe Abschnitt 7), (g, 0;) + 0. Mit « = O55 BeHOk, 
y = 2; ergibt sich ein Widerspruch. 


11. Fir / = 1 ist 
(9; @1) +3 
(@1,@1) = 


unmoglich. 
Der Widerspruch ergibt sich mit « = 0,8 = 201,y = 301. 


12. Es hat sich gezeigt, daf fiir einfaches Lo mit 1 > 1 nur eine fundamentale Dar- 
stellung in Frage kommt. 

Ist (7, 0:) + 0, so kénnen im Schema der 91, ... , @; nicht drei zusammenhangende, 
go; enthaltende Graphen G, Gz, G3 vorkommen, derart daB (G1\.G2) U (Ge\Gi) und 
(Gi\.@s3) U (G3\.G1) verschieden und nicht zusammenhangend sind. 

Nahme man namlich fiir «, 6, y bzw. die Summe der Wurzelformen aus G1, Ge, G3, 
so ergibe sich ein Widerspruch. 


13. Aus 12. folgt: Fiir / = 4 kann die zum héchsten Gewicht gehérige Wurzelform 
nur in einem Endpunkt des Schemas stehen. Bei D; (J = 5) kommen Endpunkte in 
der Nahe der Verzweigung nicht in Frage. Die H; kommen nicht in Frage. 


14. Bei B; (| = 4) kommt der Endpunkt mit doppelter Bindung nicht in Frage. 

Denn sei etwa (01, @1) = (02, @2) = (03, @3) = 2, (04, 04) = 1, (0%, Qiu) = —1, 
(g, g4) + 0. Dann ergeben « = o3 + 204,8 = 2 + 03 + G4,¥ = 01 + G2 + O3 + 04 
einen Widerspruch. 


15. Bei Bs kommt der Mittelpunkt nicht in Frage. 
Denn sei (01, 01) = (02, 02) = 2, (03, 03) = 1, (01, @2) = (@2, e3) = —1, 9, @2) + 
+ 0. Dann ergeben «= 01 + 02,8 = 02 + 03, y = 02 + 203 einen Widerspruch, 


16. Bei C; (J = 3) kommt der Endpunkt mit doppelter Bindung nicht in Frage; 
ebenso bei C's der Mittelpunkt nicht. 

Denn sei etwa (01, 01) = (02, @2) = 2, (03, 3) = 4, (01, 02) = —1, (02, @3) = —2. 
Fiir (7,03) + 0 ergibt « = 03, 6 = 03 + 202, y= 03 + 202+ 201 einen Wider- 
spruch, fiir (g, 92) + O:% = 01 + 02,8 = 02 + 03,y = 202 + 03. 


17. Bei Gz mit (01, 01) = 6, (02, @2) = 2, (01, @2) = —3 kommt (g, @1) + O nicht 
in Frage. 
Hier fiihrt « = 01, B = 01 + 202, y = 01 + 302 z2um Widerspruch. 


18. F4 kommt nicht in Frage. 
Sei namlich (01, 01) = (02, 02) = 2, (03, 03) = (04, 04) = 4, (01,02) = —1, 
(03, 04) = (02, 03) = —2. Fir (g, 01) + O fihrt 
; a 
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a=o1+ 202+ 03, B=01+ 02 +e3+ 04, y = 201 + 202 + Os 
zum Widerspruch; fir (g, 4) + 0: 
a=ost+tos, B=o0i1t202+03+04, y=201t+202+ 03+ O41. - ‘ 
19. Soweit kommt man mit obigem ,,Prinzip‘‘. Es gelingt so nicht, die 7-dim. Dar- 


stellung der Gz und die 8-dim. (Spin-) Darstellung der B3 auszuschlieBen. Diese 
kommen auf Grund des Dimensionskriteriums (siehe 3) nicht in Frage. 


20. Die Lie-Algebra der symplektischen Gruppe (x = 4) wird folgendermaBen aus- 
geschlossen: 
Sei (gnj;) die Matrix der von L invariant gelassenen Bilinearform, also (siehe Ab- 


schnitt 1) . : 
(20.1) Joj Ch 4- Tho Ch, = 0 
(Einstein-Konvention bez. der Summation!). Wir setzen 

Tho Ch, = Chjv ? 

Iho Aj = Anjk - 
Ferner sei (g/) die zu (gpj) inverse Matrix, so daB 

Ine 9? = Gh 

die Kinheitsmatrix ist. (20.1) 1aBt sich auch als 
(20.2) . Chjv = City 
schreiben, ferner folgt aus (1.2): 


Any = va Onin G — Chi; a;. 
Setzt man 


(20.3) Brig = Ang + Auyzn + Aji, 


so folgt hieraus, daB Byi; verschwindet. Andererseits ist aber bei beliebig vorgegebe- | 
nem, in den drei Indizes antisymmetrischem B;,; durch ~ 


i peal * 
Aj; = g** Bri; 


, 


ein antisymmetrisches A}; bestimmt mit 
Anig = Bri; ; 
also Brij ne Anij + Aish +- Ajni Ie) Brij ) und das ist ein Widerspruch. 


Bemerkung: In der urspriinglichen Weyl-Cartanschen Formulierung (mit yen 
treuen linearen Transformationen) mu8 man verschwindende Spuren Ij,, Gi;, also 
auch Ai; = 0 voraussetzen. Obige SchluBweise versagt dann fiir n = 4. Man kann aber 
auch so schlieBen: Man wihle unabhingige Vektoren , y, z mit g” ap, Ys ge Ln 2i 
und setze . 


Anij = taYi2zy — THUY; - 
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Dann ist wohl 
At, = gh Any =0, 
wahrend 
Brij = det (x Y 2) nay 
(siehe 20.3) nicht verschwindet. 
21. Ist L direkte Summe der Lie-Algebra der symplektischen Gruppe und der Lie- 


Algebra der Skalarmultiplikation, so 14Bt es sich noch fiir n > 4 ausschlieBen. Fiir 
n = 4versagt diese SchluBweise. 


Wir wahlen die O* in (1.2) so, daB fir » < (3) (20.1) gilt und O* fir » = (3) +1 
die Hinheitsmatrix g* ist. Dann lautet (1.2): 


(21.1) Aj; = Cj, a; — OF,4; + gai — gia, 

besitzt bei gegebenen antisymmetrischen A}, ein Lésungssystem (a}, a;). Aus (21.1) 
folgt: 

(21.2) A jig = Cry; — Chin @; + 9nj di — Gri aj - 


Mit den Bezeichnungen (20.3) wird 

(21.3) Brig = 29nj % + 2 Gyan + 2Gin a - 

Wie vorhin sieht man, da8 man die B nj beliebig antisymmetrisch vorschreiben kann. 
Das ergibt (3) Gleichungen fiir die n GroBen a;. Zur Losbarkeit ist notwendign = (3) : 


alson < 4. 
Fir n = 4 ist (21.3) tatsachlich lésbar; die Lésung 1a8t sich leicht explizit auf- 
schreiben. Weiter kann man dann (21.2), also auch (21.1) lésen. Es gentigt ein in h, 1 


symmetrisches 


(21.4) Dnrje = Chin 4 

zu bestimmen, das mit (21.2) im Einklang ist; wegen der Unabhangigkeit der (C},;,) 
(vy =1,..., 7) ist dann auch a; festgelegt. Wir setzen nun 

(21.5) — 3 Dray = Ang + Aing — Grp V1 — Gi3 On - 


Zur Verifikation von (21.2) bilde man (siehe (21.4) ) 


3 (Digi — Drag + 9ng 4 — Grit) = 

= 2 Ani + Aing — Agni — 2913 4n — 9nj G+ Gri 45 + 3.905% — 39n 45 = 

= 38 Any — Brig + 29njai + 2974n + 2Gina; = 3 Ani 
(siehe (21.3) ), und damit zeigt sich, da das in (21.5) angegebene Dyij geniigt. 

Die Lésung von (21.2) fiir n = 4 ist nicht eindeutig bestimmt. Die hier angegebene 
ist charakterisiert durch die Symmetriebedingung 
Dry + Dijin + Dini = 9, 
jede andere hat die Form 
Dyig + Enis, 


1 14 H. FrevpEntTHAL 


wo Eni, wie man leicht sieht, in allen Indizes symmetrisch sein muB. Das hat zur 


Folge, daB man hier (1.1) sogar unter der zusatzlichen Forderung 
Png + Lge + Lin = 0 


(wo Inj = gn 1’) losen kann und zwar eindeutig. Hat man urspriinglich 


Griz — Dnig — gritg = Ings, 


so ersetze man Dj durch Dri + Enij mit 


Enig = 3(L rg + Dign + Dyna). 


ARCH. MATH. 


~ 


22. DaB die Lie-Algebra der orthogonalen Gruppe fiir alle » geniigt, ist eine klas- 
sische Tatsache, die wir vollstandigkeitshalber mit den Bezeichnungen von Ab- 
schnitt 20 (aber gn; symmetrisch) beweisen. Statt (20.2) hat man C);, + Cjny = 9, 


also mit der Bezeichnung von (21.4) 


Dnjk + Dink = 9. 


Man mu8 


Ange = Dazj — Dnjk 


erfiillen bei gegebenem, in 2, 7 antisymmetrischem Ani. Das gelingt bekanntlich mit 
2 Dnrj = Anjk — Ajxn + Aknj - 


Jede gréBere Lie-Algebra geniigt natiirlich a fortiori. 
Man sieht leicht, daB auch die in 4«, 6 erhaltenen Lie-Algebren wirklich geniigen. 


23. Wir kénnen nun die Aufzahlung aus Abschnitt 4 (reduzible Algebren) vervoll- 


standigen : 


(vy) Die Lie-Algebra der Gruppe der volumentreuen linearen Abbildungen. 
(0) Die Lie-Algebra der Gruppe der orthogonalen Abbildungen. 
(y’) und (6’). Direkte Summe von (y) bzw. (6) mit der Lie-Algebra der Skalar- 
multiplikationen. (Die zugehérigen Gruppen sind die allgemeine lineare Gruppe und _ 
die Gruppe der Abbildungen, die eine nicht-entartete homogene quadratische Glei- 


chung invariant lassen.) 


‘ 


(e) Die Lie-Algebra der Gruppe linearer Selbstabbildungen des Ry, die eine nicht- 
entartete antisymmetrische bilineare Relation invariant lassen. ; 
Zu (0) sei noch bemerkt: Die orthogonale Gruppe des R, kommt fiir n = 2, 3, 4, 6 
nicht unter den B, und D, vor. Die des Rg ist als Spezialfall von £ aufgetreten; die 


des Rg als Darstellung von A, mit 2 


(9; @1) 
(01, @1) 


= 2 (siehe Abschnitt 11); 


die des’ Ry ist 


die halbeinfache nichteinfache Gruppe, die tibrig blieb (siehe Abschnitte 7, 10); die 
des fg ist die Darstellung von As, bei der die dem héchsten Gewicht entsprechende 
Wurzelform im Mittelpunkt des Schemas steht (siehe Abschnitt 13). 


24. Zur Losung der reellen Aufgabe (siehe Ende von Abschnitt 1) brauchen wir nur 
die reellen Lie-Algebren Z des Ry zu suchen, deren Komplexifikation Leo in Rn, co 
eine der komplexen Lie-Algebren («), ... 


, (€) ist. 


ti 


a 
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(«) Ist S der (einzige) bei Leo invariante Unterraum von Rp, eo, so ist 8 auch in- 
variant, also = S, algo reell. Da die Spuren in S und R, reell sind, gilt auBer oisp,X = 
= 028Ppr, + auch die Relation mit 0; statt o;, also diirfen wir annehmen, daB 01, 02 
reell sind. 

(6) Die Leo-invarianten Unterraume Sj, Sz von Re, eo sind entweder reell oder kon- 
jugiert komplex. Entsprechend diirfen 01, 92 reell bzw. konjugiert komplex an- 
genommen werden. 

Die Gruppen, die eine nichtentartete quadratische Form oder homogene Gleichung 
der Signatur 2 oder 0 invariant lassen, sind hier Spezialfalle. AuBerdem gibt es aber 
,,loxodromische“ Gruppen. 

(y) liefert nichts Neues. 

(0) Leo 14Bt in Ry, eo eine nichtentartete quadratische Form F invariant, also auch 
F und (A+12F4 (A—1)F = F,. Da det F, fiir 2 =7 nicht verschwindet, ver- 
schwindet det F, nicht identisch, also auch nicht fiir alle reellen A. Also 14Bt LZ eine 
reelle nichtentartete quadratische Form invariant; die gréBte, die das tut, hat die- 
selbe Dimension wie L, ist also mit L identisch*). 

(y’) und (6’). Die direkten Summanden der Zerlegung von Leo miissen konjugiert, 
also isomorph sein. Das kann sich nur fiir n = 2 (bei 6’) ereignen. Dann ergibt sich 
ein Spezialfall von (f). 

(e) Auch hier ist die Zerlegung reell. Hinsichtlich des symplektischen Faktors 


_schlieBt man wie bei (5), daB er aus allen Abbildungen besteht, die eine nichtentartete 


reelle antisymmetrische Bilinearform invariant lassen. 
DaB die sich ergebenden Lie-Algebren wirklich geniigen, ist leicht zu sehen. 


*) Herr E. Scuerse bezeichnet diesen Beweis von Carran als ,,vollig unzureichend™ (J. reine 
angew. Math. 197, 162—207 (1957), S. 198). Ich wage es dennoch, ihn zu wiederholen, mit dem Zu- 
gestandnis, daB ich etwas iibersehen haben kénnte. An der entsprechenden Stelle bei Weyn habe 
ich ebenfalls keine Liicke gefunden. 


Eingegangen am 12. 11. 1959 
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Eine Kennzeichnung der orthogonalen Gruppen vom Index Null 


Von JoAcHIM AHRENS*) in Kiel 


Einleitung. In dieser Arbeit werden die orthogonalen Gruppen O, (K, f) tiber be- 


liebigen Korpern von Charakteristik +2 mit symmetrischen Bilinearformen vom ~ 
Index 0 als abstrakte Gruppen gekennzeichnet durch Gesetze, denen ihre involu- | 


torischen Erzeugenden (die Symmetrien) geniigen. 

Entsprechende Charakterisierungen liegen bisher vor fiir die eigentlich ortho- 
gonalen Gruppen 03(K, f) vom Index 0 (A. Scumipt, R. Barr, F. BAcHMANN, vegl. 
[3], § 16) und vom Index 1 (F. Bacumany, vgl. [3], § 11). Eine Kennzeichnung der 
projektiv-orthogonalen Gruppen PO4(K, f) vom Index 0 1aBt sich aus [1] entnehmen. 


1. Das Axiomensystem. Vorbemerkungen: Hs seien a, b, c, ... involutorische Ele- 
mente einer beliebigen Gruppe. Fiir die Aussage ,,das Produkt ab ist involutorisch“‘ 
schreiben wir: a|b. a|b besagt also ab = ba und a +b. aj, dg, ... , dr | by, bos Soe 
bedeutet a; | 6, fir allei = 1, 2,...,7r;7 = 1, 2,..., 8; und aj, ag, ..., dy |b1|be| ... | bg 
soll ausdriicken, daB auBerdem bj, be, ... , bs paarweise in der ,,Strichrelation‘‘ stehen 

(by |b; fiir 7 + 9). 


@y, 4g, ..., a, mit k = 0 soll die leere Menge bedeuten, ebenso ax, ax41, ... , dr Mit 


k>r. Unter ajaz...a,x mit k = 0 (leeres Produkt) wird das Einselement 1 der 
Gruppe verstanden. Ferner sei D” = Y1@Y fir beliebige Gruppenelemente ®, YW. 


Axiomensystem: Grundannahme. Fs sei ein aus involutorischen Elementen bestehen- 
des Erzeugendensystem & einer Gruppe S gegeben sowie eine natiirliche Zahl n mit n > 3. 
Die Elemente von © seien mit kleinen griechischen Buchstaben bezeichnet. 


Axiom V. Zway, a2, ... , &n—1 gibt es ein e mit €| a1, x2, ... , &n—1. 
Axiom T. Ausa + B,apyeS,aBde S folgtaydeS. 
Axiom N. Gilt «| a2| ... |an wnd B1| B2| .-- | Bn, $0 ist e102... = Bi ps. .2By ede 


Axiom Z. Zu, B mit «| B gibt es ein e, so dap ex + xeund eB + Be ist. 


Gegeben sei zuniichst ein n-dimensionaler metrischer Vektorraum Vn(K, f) tiber 
einem kommutativen Koérper K von Charakteristik +2, mit einer symmetrischen 
Bilinearform / vom Rang n und vom Index 0. Sei On (K, f) seine orthogonale Gruppe 
und S,,(K, f) die Gesamtheit seiner Symmetrien (Spiegelungen an Hyperebenen). Wir 


zeigen nun, daB das Axiomensystem erfiillt ist, wenn On (K, f) fiir ® und Sy (K, f) fiir 
S genommen wird. 


*) Der Deutschen Forschungsgemeinschaft sage ich fiir die Unterstiitzung bei der Durchfithrung 
dieser Untersuchungen Dank. 
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Nach E. Cartan und J. Disvponna ist S,(K, f) ein aus involutorischen Ele- 
menten bestehendes Erzeugendensystem von O,(K, f), wie es in der Grundannahme 
gefordert wird (vgl. [2], Theorem 3.20, S. 129). 

Wir zeigen nun, da8 die Axiome V, T, N, Z von dem Erzeugendensystem S,,(K, f) 
_ erfiillt werden. Dabei wird nur beim Beweis von Axiom V die Voraussetzung ge- 
braucht, daB der Index der Form f gleich 0 ist. ; 

Die Symmetrie o4 an der nicht isotropen Hyperebene A des Vy (K, f) (Index von f 
beliebig) ist diejenige Isometrie, die samtliche Vektoren aus A festliBt, und die Vek- 
toren aus dem maximalen zu A senkrechten Teilraum A- in ihr entgegengesetztes 
tiberfiihrt. Wegen Rang (f) = ist A+ eine nicht isotrope Gerade. Zu jeder nicht 
_isotropen Hyperebene A gibt es daher nicht isotrope Vektoren a, mit denen wir 
(wegen A+ — A) A als die Gesamtheit der zu a senkrechten Vektoren reprisentieren 
k6énnen. Wir verstehen im folgenden unter a, 6, ... solche reprasentierende Vektoren 
zu A, B,.... Kine Symmetrie o 4 transformiert jeden Vektor 1 aus V,(K, f) nach der 


 Formel 


f(u, a) 
f(a, a) 


Durch zweimalige Anwendung von (*) erhalt man fiir ein Produkt o407: 


fe Shs fa a raat 
(*) OA CBN? Hapa) fi KOi5) Oo faa) f(0,0) 


(3) ugg =u—2 


Aus (**) liest man leicht ab: o4¢3 = og04 und o4 +03 ist aquivalent mit 
7(a70)-—=,0, d-h: 


(i) o4| op ist dquivalent mit a | b. 


Beweis von Axiom V. Wir haben nach (i) zu zeigen, daB es zu n — 1 nicht iso- 
tropen Vektoren a; einen weiteren zu allen a; senkrechten nicht isotropen Vektor gibt. 
Die a; liegen in einer Hyperebene A des V,(K, f). Setzen wir Index 0 voraus, so gibt 
es keine echt isotropen Vektoren, und die Gerade A+ enthalt einen nicht isotropen 
Vektor. 


Beweis von Axiom Z. Wir haben nach (i) zu zeigen: Zu nicht isotropen a, b mit 
a | bgibteseinc mit f(a, c) +0, f(b, c) +0, f(c, c) +0. 

Wegen n = 8 gibt es ein } mit f(d, }) +0; Dd | a, b (vgl. [3], S. 151, Aufg. 2a). 
Dann erfiillen a + bund a + 6 + dalle Bedingungen fiir c mit eventueller Ausnahme 
von f(c, c) +0. Ist aber a+ b isotrop, so folgt f(a, a) + f(b, 6) = 0 und damit 
fiatb+d,a+b+d)=f(d, d) +0. 

Das Axiom Z hat die Aufgabe, fiir geniigende Reichhaltigkeit der Gruppe & zu sorgen, abelsche 
Gruppen werden durch Z ausgeschlossen. In der Theorie der Bewegungsgruppen O3 (K, f) ellipti- 
scher Ebenen ([3], § 16,1) gentigt es zu fordern, daB keine Erzeugende mit allen Erzeugenden ver. 
tauschbar ist. In unserem Fall geniigt eine solche Forderung nicht, wie das folgende Beispiel zeigt: 

S bestehe aus den involutorischen Elementen «, 6, y, 6 und den Transformierten a’, 6°, y%, 0°- 
Es sei ferner «, | 8, 6 und die Ordnung von («+y) und (66) sei 4. Dann erzeugen «, y und , 0 je eine 
Diedergruppe Dg von 8 Elementen, und © erzeugt das direkte Produkt Dg x Dg. Dieses ist keine 
orthogonale Gruppe. (Das Zentrum von Dg x Dg enthalt vier Elemente.) Andererseits sind fiir n = 4 
die Axiome V, T, N erfiillt, und es gilt die folgende Abschwaichung von Axiom Z: Zu jedem « gibt 
es ein émit en + we. 


ah Fo ails weet a a eS Nuh aa ita 
i a oF bid Wh he 
> ' - . ak 
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‘Beweis von Axiom N. Sei o4,|o4,| ---|4,: und o4,04,--- 64, = 9. Nach (i) ist 
ay 1 a; fiir ¢ +7, also a; € Aj und — a; € Aj. Daher gilt 40 = = nh for oe =1)2)...,2.8 
Die paarweise orthogonalen nicht isotropen Vektoren a; bilden eine Basis, daher gilt _ 
10 = —u fir alle 1 aus V,(K, f). @ ist also das involutorische Zentrumselement — 

— 1“ der orthogonalen Gruppe O» (K, f). . 


Beweis von Axiom T. Axiom T ergibt sich unmittelbar aus 


(ii) Ein Produkt o40,0¢ ist genau dann eine Symmetrie op, wenn a, b, ¢ linear ¢ 
abhangig sind. ; 
Beweis von (ii): Sind a, 6, c linear abhangig, so ist o40,0¢ gleich der ue ‘ 
Op mit einem Samara: Vektor d= f(b, c) a — f(a,c) b + f(a, 6) c (man 
zeigt zunachst f(D, dD) = f(a, a) f(b, 6) f(c, c), also f(D, D) +0 und rechnet dann mit — 
der Formel (*) weiter. Die Rechnung ist einfach aber etwas langwierig und sei hier — 
tibergangen) (vgl. [3], S. 157, Aufg. 3). 
Wir setzen nun 06 46 = Opdc voraus und betrachten einen beliebigen Vektor 1 mit — - 
uaus D. Mit uo4op = Nop d¢ folgt nach (**): 


f(u, a) ; zie f(u, a) f(a, b) ae f(u, ¢) ( 3 
f (a, a) 2746, f(a, a) f(b, b) f(c, ¢) 


Waren a, b,c linear unabhangig, so ergabe sich nacheinander: f(u, c) = 0, ueEC, 
DCO, D=C, o4063 = Gpoc = 1, A = B; a,b linear abhangig (Widerspruch). Also 
sind a, b, c linear abhangig. 

Damit sind die vier Axiome fiir die Symmetrien in orthogonalen Gruppen tiber 
K6rpern von Charakteristik +2 und.nullteiligen Formen nachgewiesen. Wir haben ~ 
bei den Beweisen auBerdem ihre geometrische Bedeutung gesehen. Ein Vergleich mit — 
den Axiomen von Bacumann ([3], § 16, 1,8. 239) fiir die Gruppen O03(K, f) ~ © 
~ PO3(K, f) iiber nullteiligen Formen zeigt: 

Unser Axiom V ist die Verallgemeinerung des Axioms V in [3] auf den n-dimensiona- — 
len Fall. Axiom T gilt in allen Gruppen PO3(K, f) mit Char. (K) + 2 und Rang (f) = 3. — 
_ Dort besteht dariiber hinaus das Erzeugendensystem aus allen involutorischen Ele- 
menten der Gruppe, und dadurch hat T allein schon sehr viele Konsequenzen (vgl. | 
die ausfiihrliche Diskussion in [3], § 7). Bei uns ist die Tragweite von T nicht ganz so — 
groB; zur Erginzung von T ist das Axiom N eingefiihrt, welches zusammen mit V die — 
Dimension auf » festlegt. Ferner bewirkt N, daB & ein echtes Zentrum besitzt. Wir 
schlieBen somit die Gruppen PO, (K, f) aus, und zwar deshalb, weil fiir n > 3 die 
Gesetze, denen ihre erzeugenden Involutionen geniigen, nicht mehr so tibersichtlich — 
sind (z. B. geht T beim Ubergang von den 04(K, f) zu den PO4(K, f) verloren). 


4 


2 


yo+4 


2. Folgerungen aus dem Axiomensystem. Wir haben nun zu zeigen, daB alle Paare — 
%, S, die unserem Axiomensystem geniigen, isomorph zu Paaren On(K, f), Sn(K, f) 
sind. Wir gehen also jetzt von dem Axiomensystem aus Abschnitt 1 aus und be- — 
weisen zundchst eine Reihe von Satzen tiber S und ©. 


1. Aus.a, B| €1| €2| ... | ens folgta = B. : 


Beweis. Nach N ist « €] £2... €n-1 = B €1 €2... En-1- 


a 
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2. Ist a1|a2|... lar und 1 Sk <n, s0 gibt es ein 6 mit O| a1, 2, ..., &~-1, aber 
OaK = HK 0. 


Beweis. Durch (n — k)- -malige Anwendung von V erhalt man Erzeugende «+1, 
OK42) ---,%n mit a1 |a2| ... [ox] oest| ar+2|.-. [an Nach Z gibt es ein ¢ mit cap + ape 
und €%n + &n€, nach V ein 6 mit b|a1, x, ..., &h-1, & Oet1y «++ 5 Xp—t. Wegen ¢6 = de 
ist 6 +a, und 6 +a. Ware 6|ax, so folgte 6 = ap (1). dt az, 6 + ag bedeutet aber, 
daB day + a, 0 ist. 


3. Hs sei a1|a2|... lax. Dann ist das Produkt O = a,a2... x, fiir k +0 von 1 ver- 
schieden und liegt fiir k +0, n nicht im Zentrum 3 von &. Ist k = n, so ist O ein ein- 
deutig bestimmtes involutorisches Element aus 3. 

_ Wir bezeichnen dieses involutorische Zentrumselement im folgenden mit —1, und 
kiirzen —1- @durch —@ab. | 


Beweis. Fir k > n ist die Voraussetzung nicht erfiillbar (1). Ist 1 < k <n, und 6 
eine Erzeugende mit 6] a1, «2, ..., en-1; dae + a0 (2), so gilt 5O + 06, also O € 3. 
Fir k = n besagt N: @ ist eindeutig bestimmt und +1. Weil die «; paarweise ver- 
tauschbar sind, ist O = a1 a2 ... %m involutorisch. Zu einer beliebigen Erzeugenden feat 
gibt es nach V fs, fz, ..., Bn mit f1|B2| Bs| ... Lae Damit. ist 


(61 O)? = (B2Bs -.. Bn)? = 1(N), 
also liegt O im Zentrum 3 von ©. 


4. (Satz von den drei Spiegelungen.) Aus a, B, y| €1| €2| ... |en—2 folgta By eS. 


_  Beweis. Nach V gibt esa’, ’, y’ mita’|a; B’|B;y’|yunda’, B’, y’|e1, €2,... , En—2. 
Mit N folgt «x’ = BB’ = —e 162... en_2, wegen BB’ = f’B also aa’ B = f’. Analog 
ergibt sich aa’y = y’. Ausa +a’; a0’ Be S,aa’y € © folgt nunafy e€ S nach T. 


5. (Umkehrung von 4.) Aus a +B; a, Ble; aPy = 6 folgt y, dle. 


Beweis. Wir zeigen zunachst: (i) Aus «|B|¢; «By = 6 folgt y|e. 

Seien ¢1, €2,..., €n-3 und y’ Erzeugende mit «| B| e|e1| ... | én—3 und y’ |, ¢, €1,..., 
En-3 (V). Nach 4 ist «fy’ eine Erzeugende 6’, also «6 = dy = 6'y’. Wegen «| und 
y'| 6 folgt vy," y = 600'y’ vertauschbar: yy’ = y’y. Ware y|y’, 
also auch 6 6’, so ee y|y'|6'|6 und yy'd'é = 1 im Widerspruch zu 3. Also 
ist y = y'’ und damit y|«. 


Beweis von 5. Sei wieder «, B|e|¢1|...|en-3 und sei w eine Erzeugende mit 
co | , &, 1, --- , €n-3 (V). Dann ist aBwe S (4). Wegena +P; aBoe S; aBy e © ist 
awy € Snach T, undaus«| «| ¢ folgt nach (i) y|e. Aus Byd = «und £, y| eerhalt man 
ebenso 6| ¢ (Ist B = y, so ist 6 = «). 

4 ist die mehrdimensionale Fassung des Satzes von den drei Spiegelungen aus der Theorie der 
metrischen Ebenen, 5 ist die Umkehrung von 4. Statt von T und N hatten wir auch von diesen 
Satzen ausgehen kénnen, genauer gilt der folgende 

Satz. Man erhdlt ein zu dem Axiomensystem aus Abschnitt 1 dquivalentes Axiomensystem, wenn 
man T und N fortlaBt, wnd dafir einfiigt : 


ae 
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I. Aus a, B, y| €1| €2| --- | ene folgt aByeS. 3 
Il. Ausa + B;a, Ble; aBye S folgt y|e. : : 


III. Das Zentrum von & enthilt ein involutorisches Element. 


Wir hatten das Axiomensystem aus Abschnitt 1 mit dem Axiomensystem in [3], § 16,1 ver-— 
glichen. Die obige Fassung ist dagegen ein Analogon zu dem Axiomensystem in [3], § 7,2. 

Zam Beweis des Satzes hat man die Satze dieses Abschnittes in einer anderen Reihenfolge her-_ 
zuleiten. Wir verzichten hier auf die Durchfiihrung und machen im folgenden von dem Satz keinen — 
Gebrauch. 


6. Das Erzeugendensystem & ist gegeniiber inneren Automorphismen von & invariant. 


Beweis. Es geniigt zu zeigen: Fiir beliebige «, t ist a7 = tate ©. Zu a, t gibt es 
E1, €2, «.. 5 En—2 (V) mit a, T| e1| e2| ... | eng. Also gilt tat € S nach 4. 


7. Zu, B, € gibt es stets t, o, o' mitaB =ot =Tto' undtle. 


Beweis. Nach V gibt es ¢1, €2,..., €n—2, T mit «, B| €1| €2| ... | ena; TE, €1,.--, 
En-2. Mit 4 folgt: «frist eine Erzeugende o; alsoaf = ot = to" = To’ (6). 


8. (Satz von den k Spiegelungen.) Es sei x1, x2, ..., | ee+1|en+2]--. |%ns1- Dann ist — 
k => 2, und es gibt Bi, Bo, ...,Be-2 mit 


1K, ... 0% = Bifo... Bee und fi, Bo,..., Br—2|oe+1, Oe+2, «+5 Mn41 - 
Insbesondere gilt (k > n): 
8*, Jedes Hlement von & ist als Produkt von héchstens n Erzeugenden darstellbar. 


Beweis. Aus | folgt k = 2. Fur k = 2 ist der Satz nach 1 richtig, fir k = 3 nach 4 
und 5. Wir kénnen auBerdem k < n + 1 annehmen (Aus der Giiltigkeit von 8 fiir 
k =n + 1 folgt die Giltigkeit von 8 fiirk > n + 1). 

Wir nehmen an, 8 sei fiir k = r— 1(3 Sr —1 <n) bereits bewiesen. Ist nun 
k =r, so gibt es nach V ein ¢ mit €| a1, a2, ... , &r—2, Uti, --- , Engr. Fir %p_y = ay ist 
die Behauptung trivial, es sei also «1 + a,. Nach 7 gibt es oj1,%, mit a 10%, = 
=O 1%, und a 4|¢. Mit 5 folgt a1, 0, |ors1, &r+2,--.,O%n41- Wir haben damit — 
O1, 2, +++) Xp—2, %—1] €[Orr1| rsa]... |ons1. Nach der Induktionsannahme gibt es 
nun eine Darstellung «a2... %r—2 a4 = Bif2... Brg mit Bi, Bo, ..., Br—3| Or+1, e+e, | 

- > An+1, und es ist 1 K2... kr = pipe see br-s te. 


Definition. Die Aussage: ,,Das Produkt «,%2 ...«~ von k Erzeugenden lapt sich auf — 
ein Produkt von k—2 Erzeugenden reduzieren‘: werde durch das Symbol [a,a2... xx] 
abgekiirzt. 


9.a) Aus aja2...a,€ Bundk < n folgt a102.:.a, = 1. 
b) 2 besteht aus 1 und — 1. 


Beweis. Wir zeigen zunachst: 


(1) Aus a1 a2 12 AEE 8 folgt [a1 %2 sale XK | oder a; | «2 | Re | a7. 
Ist k > n, so gilt [x10 ... ax] (8). Sei nun 1 <k <n, und seien ap44, apye, ... 5 Oe 
Erzeugende mit «1, a2, ... , xe |ox+1|ae+2| ... lon (V). Fiir jedes i (1 <i < k) gibt es 


ein e¢ mit e| a1, H2, ..., HF-1, KE41, --+, OK, +++, On (V). Aus a109... 0% € 8 folgt sofort 
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10, = oe. Ist e;| a, fiir ein i, also aj, a9, ... » On| €| exs1| ... |%n, so gilt nach 8 
| [oraz ... xx]. Ist dagegen a = & fiir alle 7, so ist offenbar «1 [oo]... lore. 
a) Fur k + 0 gilt nicht «1|a2| ... | «x (3). (i) ergibt (k/2 mal angewandt) «109... a; = 
= B1 Be “ Be-2 = ive... Ye-4 =... = 010g = 1 (k& kann nicht ungerade sein, da 
_ sonst schlieBlich ein ¢ in 3 lage im Widerspruch zu Z). : 
b) Es gilt 1, —le 8 (3). Wegen 8* und a) geniigt es daher zu zeigen: Ist a,a2... one 3 
und nicht [a102...&n], so ist aja... a, = —1. Dies folgt jedoch aus (i) und 3. 
10. Aus aja2...0, = 6 und a, a2, ... , ax | € folgt d| e. 
. Beweis. Ks ist k + 0. Wegen ea; = ae ist €6 = de, wir haben also ¢ + 6 zu zeigen. 
Seien 01, 62, ..., On-1 Erzeugende mit 6|6,| ...|dn-1 (V). Dann ist (3): —1 = 
— = 06162... dn-1 = 4102... 446162... On—1. Ware nun ¢ = 0, so ware a, &, ... , OX, 
01, 62, -.. , dn-1| 6, nach 8 also —1 darstellbar als ein Produkt fife... By mit r < n. 
Wegen —1le 8 (3) folgte 61 Bg... By = 1 nach 9a, also —1 = 1 im Widerspruch zu 3. 
11. (Umkehrung von 8.) Aus [a1a2...a%] wnd a1, 2,...,%¢-1|€ folgt ag| e oder 
[a1%2Q... &p—1]. 
Beweis. Es ist k = 2. Seiay ag... 4% = fife... Be—2. Sukzessive Ersetzungen nach 
7 ergeben: 


H1 hg... KHp-1 = biBe lee Pr-20%K — Bi Bo B3 tee Pu-2%K = By 9 Bs Pa see Bu-20% => 
=... = Bi Ps’ Bs’... Bis Be_ooe = Bi Bo’ Bs’... Bis Brom, 
mit Bj, Bo’, B3',..., Beg|e. Aus 10 folgt nun «|e. Ist By{o = a, so ist [a1a2...¢e-1]. 
Ist dagegen f;'. + «;,,80 folgt aus Bz’ sa,0% = By. nach 5, daB az|e gilt. 


12. a) Aus [a1az...ax] folgt [as,or,...o4,] fiir pede Permutation 71, 12, ..., t% von 
12 OS Ke 
b) Aus [ag a, ... a,] | folgt [ajag...a,], Wenn 21, 42,..., 1% ene Terlmenge von 1, 2, 
Beles, 5 f 1Sh: 


Beweis. a) Es gibt ein rmitr < k, so daB [aa ..: «,], aber nicht [102 ... %-1] ist. 
Nach V gibt CS E71, €25 «.- 5, En—K+1 mit Oy OCs ow oy Ogg Opts te ein, > a | é1| é2| Ore | En—k+1- 
Mit 11 folgt «,| e;, und die Behauptung ergibt sich aus 8. b) folgt aus a). 


3. Konstruktion eines metrischen Vektorraumes. In diesem Abschnitt wird zunachst 
gezeigt, da aus dem Erzeugendensystem © ein (n — 1)-dimensionaler projektiver 
Raum % konstruiert werden kann. In jeder Ebene von § gilt dann der Satz von 
Paprrus und das Fano-Axiom. Durch die Strichrelation in & wird ferner in # eine 
elliptische projektive Polaritét induziert, und dadurch % zu einem ,,elliptischen 
projektiv-metrischen Raum“ gemacht, der sich als Unterraumverband eines metri- 
schen Vektorraumes V,,(K, /) darstellen laBt. 

Fir die vorgesehene Konstruktion fassen wir die Elemente aus © als ,Punkte“ auf. 
Ist IN eine Menge von Punkten, so sei I+ die Gesamtheit derjenigen Punkte «, fiir die 
| e fiir alle c¢ € M ist. Jedes solche M+ heiBe ein ,,Teilraum. Die Strichrelation ist 
symmetrisch und irreflexiv (es ist niemals «|«). Allein aus diesen Tatsachen erhalt man 


13. a) Hs ist Rt+ = R fiir alle Teilriume R. (Die Teilréiwme sind genau die in 
Bezug auf die Hiillenoperation NM = M++ abgeschlossenen Punktmengen. ) 


oh ew eg sy oe age 2, kin al eS a Ok, he ae On Ree ENS WIR A oe NE en ene gee 
’ , * ’ pe! 5) 4 ‘ a | rs ~a f 4 
’ ’ ¥ Ps | . ~ a 5 
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es 


- 
b) Die Teilréiume bilden einen vollstindigen Verband Kt. Dabet ist ROS der mengen-_ ¢ 
theoretische Durchschnitt von R und S; RUS die Hiille der manger Kennet Ver- 
einigung von R und 8. . 
ce) Es ist (RU S)+ = R108! und (RO 8)t = RL u St, 
d) Die Gesamtheit der Punkte ist Einselement I von Xi. 


: 
e) Die leere Menge ist Nullelement O von XR. 4 
f) Hsist IL =O und OL = I. . — 
9) Heist ROR =O; ROR* = T. . a 


Ein Beweis eines allgemeineren Satzes findet sich bei Birknorr, [5], IV, 5, 8. 54f. i 
Der hier vorliegende Spezialfall ist leicht unmittelbar zu erledigen. : 
' Eine Menge von Punkten «1, «2,...,a% heiBe abhdngig, wenn [a1a2... ax] gilt, E 
anderenfalls wnabhiingig. Wegen 12a kommt es dabei auf die Reihenfolge der Punkte 
nicht an. Die Maximalzahl unabhangiger Punkte in einer Punktmenge I werde die 
Dimension von IN (dim IM) genannt. Da je n + 1 Punkte abhangig sind (8), gilt stets — 
dim I <n. 

Nach V gibt es ¢1, €2,..., &m mit €1|€2|...|en. Aus [e1 62... én] folgte wegen — 
Ent €n nach 11 [e,€2... &,-1] und schlieBlich [e,¢2], also e; = e2 (Widerspruch). : 
Daher ist : 


14. dim I = n, dim O = 0. 


Kine unabhangige Menge «1, «2, ... , x» heiBe eine Basis des Teilraumes R, wenn R ; 
genau aus allen Punkten & mit [«; a2... a%&] besteht. Nach 12b gilt dann insbesondere — 
1, %2,...,0,E RK. ; 


15. a) Hine unabhingige Punktmenge «1, «2, ..., «% ist stets Basis eines Teilrawmes — 
der Dimension k. ; 
b) Die Basen eines Teilraumes R sind genau die unabhiingigen Punktmengen «1, 2, 
+ Ob Mit a1; He, ...,0,€ Rund k = dim R. 


Beweis. Die leere Menge besitzt die leere Basis. ; 
a) Seien «1, «2, ... , %, unabhangig. Dann ist k < n (8). Nach V gibt es eine Menge IN — 
von Punkten e mit «1, ag, ..., «| €1| €2| ... | en—z. Die Menge der & mit [a,a2 ... ax] | 
stimmt wegen 8 und 11 mit 3+ tiberein, ist also ein Teilraum, der wegen oj € M+ 


und 8 die Dimension k hat. y 


b) Ist a1, a, ... , a eine unabhangige Punktmenge aus R, und ist k = dim R, so gilt 
[a1 a2... %-&] fiir alle €& e R. Ist andererseits [x10 ... a,€] und R = M+, so folgt nach — 
11 | ¢ fiir alle ¢ € M, also & € RK. Somit ist «1, x2, ...,@ eine Basis von R. Umgekehrt 


folgt aus a), daB jede Basis von R genau k Punkte enthilt. 


16. Hs ser RCS. Dann gilt: 

a) Aus dim R = dim S folgt R = 8. 

b) S ist genau dann oberer Nachbar von R, wenn dim S = dim R + 1 ist. 
Beweis. Seidim R = kund «1, a, ... , a, eine Basis von R (15b). 


a) Ist R +S, so gibt es ein § mit Fe S, E¢ R. Dann sind ay, ag, ... , ag, € unabhangig, — 
und daher ist dim S > k + 1. : 
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_b) Ist dim S = dim R + 1, so ist wegen a) S oberer Nachbar von R. Ist umgekehrt 9 
oberer Nachbar von R, so sei €€ S, é ¢ R. Dann ist «1, w, ... , «x, € Basis eines Teil- 
raumes S’ (15a) mit Rc S’ C 8 (12b), also S‘ = S und dim 8’ = & + 1 (15b). 


17. a) Ist R + S, und sind R und S obere Nachbarn von A, so ist RU S oberer Nach- 
bar von R und 8. 
b) Ist R + 8S, und ist A oberer Nachbar von R und S, so sind R und S obere Nachbarn 
von ROS. 


Beweis. a) Sei a1, a2,..., a eine Basis von A (15b). Es gibt Punkte 0, 6 mit 
—0, ©€ AS 0ER, ES, o€¢ RK. x1, 02, ..., &%, 0 ist eine Basis von R (16b); a1, a2, ..., &m 
0, o sind unabhangig (wegen o ¢ £&), bilden also eine Basis fiir einen Teilraum B (15a), 
und nach 12b ist BD R, S. Wegen dim B = dim R + 1; dim R = dim S (16b) ist B 
oberer Nachbar von Ff und S, also B= RUS. 

_b) Durch Ubergang zu den Komplementen (X — X+) laBt sich b) auf a) zuriick- 
_ fihren (13). 


18. In jedem zweidimensionalen Teilraum liegen mindestens drei verschiedene ein- 
dimensionale Teilraéume. 


Beweis. Zu zeigen ist: Zu a, 8 mit « + 6 gibt es ein y mit y +a, 8 und [« fy]. Ist 
ap + Ba, soist «® +a, B und apa’ = B, also [x Ba]. Ist dagegen «| f, so gibt es e; mit 
a| | e€1|€2| ... [en—2 (V) und nach 2 ein y mit. y| ei, €2,..., én—-2 aber ya +ay, und 
die Behauptung folgt aus 8. 


19. Kt st ein (n —1)-dimensionaler projektiver Raum (d.h. der Verband der linearen 
Réume eines projektiven Raumes im Sinne von VEBLEN-YoOuNG [7]). Die Abbildung 
R= R# ist eine Polaritit in K. 


Beweis. Wir benutzen die bekannte verbandstheoretische Charakterisierung der 
endlichdimensionalen projektiven Raume in BIRKHOFF [5], VIII, 3, 8.118 und 
zeigen: 

a) Der Verband % (13) ist endlichdimensional: Die maximale Kettenlange ist n 
(wegen 14 und 16b). 
b) Rist komplementar: Folgt aus 13g. 

ce) R ist modular:Satz 17 ist nach [5], V, 2, S. 68, Theorem 3 unter a) mit dem 
modularen Gesetz aquivalent. 
d) & erfiillt PG 3 (aus [5]): Das ist Satz 18. 

Eine Polaritdt IT in einem projektiven Raum ist gekennzeichnet durch die Gesetze 
([4], IV, 1, S. 95 und [4], IV, 3, 8. 109): // ist eine umkehrbar eindeutige Abbildung 
auf der Menge der Teilréume, R CS ist aquivalent zu RD 8", und es ist J72 = 1. 
Diese Aussagen gelten nach 13 fiir die Abbildung R ~ R+ in RK. 


20. Sei R ein Teilraum mit k = dim R = 3, und sei H(R) die von R erzeugte Unter- 
gruppe von &. Dann gilt: Das Paar 9(R), R erfillt das Axiomensystem aus Abschnitt 1 
(Die natiirliche Zahl der Grundannahme ist dabei gleich k ). 


Beweis. Sei ¢1, €2,..., €¢ eine Basis von R (15b), und seien 61, d2,... , On—« Er- 
zeugende mit é1, €2,... , €x| 61|62| -.- | in—« (V) 
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Axiom Vp: Zu «1, a2, ...,%%-1€ R gibt es nach V ein ¢ mit é| a1, Qa, fsck Os 
60, ..., On—k, und es ist [e1€2 ..- ex €] (8), also ee R. 


Roc Tr: Wegen T ist nur zu zeigen: Aus apy = 6; «,B,y eR folgt 6 ste Ist 


R=Me4, also «, 8, ye M+, Joist hack 10-6984 also 6 € R. 
Axiom Np: Aus a1|a2|...|a% und a1, %2,...,076R folgt a1 |o2| .- . [ax | 61| d2| --. | 
On—k (11), also jag... a4 = —0162-.. On—z + 1 (3). 


Axiom Zp: Seien «, 6 ¢ R mit «|B und 1, ye, ..., ye-2 Erzeugende mit a| Bl yil ye] 


+e | yvx-2| 61| d2| ae | On—% (V). Nach 2 gibt es ein € mit é|¥1, V2, +++» Vk-2) 61, de, see y 


On—z aber ex + we. Wegen [€1 €2... €xé] (8) ist € eR. Aus aByiy2...yK-20102-..On-K= — 


= —le8 (8) folgt auch ef + Be. 


21. Ist E ein Teilraum mit dim E = 3, so ist (BE) das direkte Produkt des Zentrums 
3(B) von $(E) mit einer Bewegungsgruppe E einer elliptischen Ebene (im Sinne von © 


BACHMANN ). 


Beweis. §(£), EH ist ein Paar &, S, das das Axiomensystem aus Abschnitt 1 mit 


n = 3 erfiillt (20). 8(£) besteht aus 1 und einem involutorischen Element 0 (9b). Die 


Elemente von §(#) haben die Form «f, «fy (8*). Die Elemente «f bilden einen 
Normalteiler © vom Index 2 in §(£) (wegen O ¢ € (9a)), also ist H(#) = 8(E) x &. 


Die Menge der involutorischen Elemente von € ist die Menge der «f mit «|B; 


a, Be H,d.h. die Menge der Oy mit y € H (3). Das Axiomensystem in [3], § 16, 1 fir 
die Bewegungsgruppen elliptischer Ebenen besagt nun: 

(Grundannahme) £ wird von den Oy erzeugt: Es ist «8 = OxOf. Zu jedem Oa 
_ gibt es ein nicht mit Ox vertauschbares O ¢: Folgt aus Zz. 
(Axiom V) Zu Ou, Of gibt es ein Oe mit Oe| Ox, OF: Folgt aus Vz. 


(Axiom T) Ist Ox + Of, und sind Oxf y, Oxf involutorisch, so ist auch Oxyd 


involutorisch: Folgt aus Tz. 


22. Jeder dreidimensionale Teilraum ist eine elliptische Ebene. 


Beweis. Wir bemerken zunachst: (i) Die zweidimensionalen Teilraume von E sind — 


genau die at  H mit « € H. Die Abbildung « — «+  # ist umkehrbar eindeutig. 
Sei namlich f, y mit 8, y ¢ H eine Basis (15b) eines zweidimensionalen Teilraumes S 
von EH, und sei « € H; «|f, y (Vz). Dann gilt SC «+ A # (11). Andererseits ist jedes 


a! © # (mit « € #) ein zweidimensionaler Teilraum in #: Es gibt B,y mit «|B|y — 


(Vz), und daher ist /, y eine Basis von «+ A E# (8) (11). 
Seia+ OH = B+ OE und «, B € £. Nach Vz gibt es y, 6 mit «| y|6 und y, de £, 
also auch 6 |y| 6, und 1 ergibt « = p. 


In [3] wird zu jeder Bewegungsgruppe € einer elliptischen Ebene durch die folgende } 


formale Konstruktion eine ,,elliptische Ebene“ hergestellt (vgl. [3], § 3,3, S. 34 und 
[3], § 3,8, S. 47): 

Jedem involutorischen Element a von © wird ein ,,Punkt‘‘ P(a) und eine ,,Ge- 
rade‘ g(a) zugeordnet. P(a) und g(b) werden inzident genannt, wenn a|b gilt. Die 
Zuordnung P(a) <+ g(a) wird die Polaritét der elliptischen Ebene genannt. (Die De- 
finition des Senkrechtstehens zweier Geraden la&t sich offenbar auf diese beiden 
Definitionen zuriickfihren.) 
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Wir geben in unserem Fall dieser Konstruktion durch die folgenden Festsetzungen 
einen Inhalt: Es sei P(@a«) = « und g(@a) = a+. Damit sind die ,,Punkte“ 
die Punkte von H, die ,,Geraden“ nach (i) die zweidimensionalen Teilraume in E, 
und die Inzidenz von « und $+ A E (definiert durch Ox| Of) ist gleichbedeutend 
mit «|8, d.h. mit «e8+ 1 E. Die Polaritét «<+a«! 9 H ist ferner offenbar die 
Restriktion der Polaritét in Rt (19) (R<« R+) auf £. 

In der elliptischen Ebene £ gilt der Satz von Pappus ([3], § 16,2, S. 242) und das 
Fano-Axiom ([3], § 16,3, 8. 243). Ferner ist die Polaritat von EF projektiv ([3], § 16,3, 
8. 244). Daher ist auch die Polaritat R< R+ projektiv. Wegen RA R+ = 0 (13g) 
ist die Polaritat Rk + R+ elliptisch (d. h. es gibt auBer dem Nullraum keine in bezug 
_ auf dies isotropen Teilraume). R <> R+ ist insbesondere kein Nullsystem. Mit den 
bekannten Satzen tiber die Algebraisierung eines projektiven Raumes (vgl. z. B. [4], 
VII) und die Darstellung einer projektiven Polaritat ([4], IV) erhalten wir nun 


23. Zu KR gibt es einen n-dimensionalen metrischen Vektorraum V»(K, f) tiber einem 
kommutativen Kérper K von Charakteristik + 2, mit einer symmetrischen Bilinearform f 
vom Rang n und vom Index 0 derart, daB Kt der Verband der Teilriiwme von Vn(K, f) 
ist, und dap die Polaritit R< R+ die durch f induzierte Polaritét ist. 


4, Die orthogonale Gruppe. Die zu dem metrischen Vektorraum V,,(K, f) aus 23 
gehorige projektiv-orthogonale Gruppe PO,(K, f) ist die Faktorgruppe der ent- 
sprechenden Gruppe O,(K, /) nach deren Zentrum {1, —1}, also erzeugbar aus den 
Restklassen {o4, —o4}, in denen eine Symmetrie liegt. PO, (K, f) ist isomorph zu 
der von O,(K, f) auf dem Verband der Teilraume des V,,(K, f) bewirkten Gruppe 
von projektiven Kollineationen, die die durch f gegebene Polaritat invariant lassen. 
Die von den Restklassen {0 4, — 04} bewirkten Abbildungen sind offenbar involuto- 
rische Homologien an den (stets nichtinzidenten) Paaren Pol-Polarhyperebene (ein- 
dimensionaler—(n — 1)-dimensionaler Teilraum von V,,(K,/)), also die eindeutig be- 
_ stimmten harmonischen Homologien an diesen Paaren. 

Wir betrachten nun die zu /8 isomorphe Gruppe 3 der inneren Automorphismen 
(D: ¥ > W%) von &. Wegen 6 liefert jedes @ in KR eine umkehrbar eindeutige Punkt- 
abbildung. Da [ara2... ax] mit’ [xPa? ... af] gleichwertig ist, werden dabei Teil- 
raume auf Teilriume abgebildet (15b), und aus RCS folgt R®C 8%, d.h. & be- 
- wirkt eine (zu § isomorphe) Gruppe von Kollineationen in t. 3 wird von den Auto- 
morphismen « mit « € S erzeugt. Diese bewirken involutorische Homologien an den 
Paaren «, a+, also die harmonischen Homologien an den Paaren Pol-Polarhyper- 
ebene in i. 

Wir erhalten damit insgesamt: 


24. Hs gibt einen Isomorphismus s von &/3 auf eine POn(K, f) (Char(K) + 2, 
Index(f) = 0), der die Menge der erzeugenden Restklassen {a, —a} von 8/3 auf die 
Menge der erzeugenden Restklassen {o4, —o.4} von POn(K, f) abbildet. 

Es sei $(G) die freie Gruppe aller Erzeugenden aus S. Dann wird © in §(S) 
durch die Menge & aller in © giiltigen Relationen definiert. Ist «1|«2|...|an (in ©), 
so ist «109... &, = — 1 +1(3). Durch Hinzunahme einer Relation ‘8: «102 ...% = 1 
mit «1|«2| ben wird daher eine echte Faktorgruppe von © definiert. In 6/3 
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gilt 8 (wegen —1le 8 (3)), daher ist 6/3 Faktorgruppe von . Weil aber 3 nur | 
zwei Elemente enthalt (9b), kann @/3 nicht echte Faktorgruppe von § sein, also 
ist = G/B: : 


25. G/3 wird in der freien Gruppe %(S) durch die Menge der in © giiltigen Rela- 
tionen und eine beliebige Relation der Form YB: a102.-.%n = 1 mit a |a2|-.|%n de- 
fimert. ; 

Da nach Abschnitt 1 die Paare On(K, f), Sn(K, f) (Char(K) +2, Index(f) = 0) 
das Axiomensystem erfiillen, folgt aus 25 sofort: 


26. POn(K, f) (Char(K) + 2, Index(f) = 0) wird in der freien Gruppe F(S87n(K, f)) ~ 
durch die Menge X aller in On(K, f) giiltigen Relationen und eine beliebige Relation — 
der Form P:04,64,---04, = 1 mit o4,| o4,|---| 4, definiert. - 

Wir gehen nun aus von der Menge & der Erzeugenden. Jedem « wird eineindeutig : 
die Restklasse {x, —«} zugeordnet. Durch den Isomorphismus s in 25 wird jedes 
{x, —a} aus 6/3 auf ein {o4, —o4} aus PO,(K, f) abgebildet. Jedem {o4, —oa} 
1aBt sich eineindeutig die Symmetrie a4 aus S,(K, f) zuordnen. Insgesamt erhalten 
wir eine umkehrbar eindeutige Abbildung von & auf S,(K, f) und damit einen © 
Isomorphismus ¢ zwischen den freien Gruppen }(S) und F(S,(K, f)). 

Durch die Relationen aus X und durch $ wird in (SG) &/8, durch die Relationen 
aus X und durch P wird in F(S,(K, f)) POn(K, f) definiert. Der Isomorphismus ¢ 
ordnet wegen 24 die Relationen aus X den Relationen aus X eineindeutig zu, und 
fiir P kénnen wir die durch ¢ der Relation $8 zugeordnete Relation nehmen. 

LaBt man nun die Relation {§ bzw. P fort, so wird in §(G) die Gruppe & (25), 
in F(S,(K, f)) die Gruppe On(K, f) (26) definiert, also wird durch den Isomorphis- 
mus ¢ das Paar , © auf ein Paar On (K, f), Sn(K, f) abgebildet. Zusammen mit den | 
Betrachtungen von Abschnitt 1 ergibt sich daher als Ergebnis dieser Arbeit der 


Satz. Das Axiomensystem aus Abschnitt 1 kennzeichnet die Paare On(K, f), Sn (K, f) 
tiber kommutativen Koérpern K von Charakteristik +2, mit symmetrischen Bilinear- 
formen f vom Index 0 und vom Rang n. 


Literaturverzeichnis 


[1] J. Anrens, Begriindung der absoluten Geometrie des Raumes aus dem Spiegelungsbegriff. 
Math. Z. 71, 154—185 (1959). 

[2] E. Artin, Geometric algebra. New York 1957. 

[3] F. Bacumann, Aufbau der Geometrie aus dem Spiegelungsbegriff. Berlin-Géttingen-Heidel- 
berg 1959. . 

[4] R. Bakr, Linear algebra and projective geometry. New York 1952, 

[5] G. Brrxnorr, Lattice theory. New York 1948. 

[6] J. Drzuponn®&, Sur les groupes classiques. Paris 1948. 

[7] O, VEBLEN and J. W. Youna, Projective geometry. Boston 1910/16. 


EKingegangen am 7. 12. 1959 


Vol. XI, 1960 127 


On Hermitian Planes 


By Arno CronHEm™ in Columbus (Ohio) 


Introduction. The origin of this paper is, in a certain way, the following simple 
observation. In the ordinary Euclidean plane, a reflection with axis through the 
- origin is given by a matrix 


es Paes | or (; with a2 + 62 = 1. 
sin p — cos p (Sa 


If we disregard the restriction a2 + 62 = 1, we are left with a set of matrices of the form 


a b 
9) 
Each matrix induces a similarity in the plane and its square is a dilation; the whole 
set is obviously a vector space V over the reals. 

In theorem | we show that among the VEBLEN-WEDDERBURN planes exactly those 
permit such a vector space V that can be coordinatized by alternative quadratic 
division algebras of characteristic +2. In theorem 2 we give the connection with 
Hermitian forms (because of this we call these planes Hermitian planes). In part 3 
we derive isomorphisms between 2-dimensional unitary groups and higher dimensional 
orthogonal groups. 

In order to include alternative planes, we replace collineations of an affine plane by 
endomorphisms of the translation group of that plane. Reflections play a special role. 
- For the importance of reflections in geometry see BACHMANN [2]. For the systematic 
use of the endomorphism ring connected with a geometric structure see BAER [3]. 
This is the place to express my indebtedness to Professor REINHOLD BAER for his 
continuous advice and encouragement. I am also grateful to Dr. HELMUT SALZMANN 


for valuable suggestions. 


1. Let Fo be a field of characteristic +2 («, f, y, e will denote throughout elements 
in Fo) and let V be an F'o-vector space of dimension at least 2. If V is contained in a 
ring P such that for every A in V, Q(A) = A? is in Fo, we call the non-zero (1) ele- 
ments of V ‘“‘involutions” and V an “‘Fo-vector space of involutions”’. (A, B, C, D, E, 
J, R will always denote involutions in part 1.) Q is a quadratic Fo-form on V (and 
the subring of P generated by V is a homomorphic image of the Clifford algebra C (q) ; 
see CHEVALLEY [4], pg. 39). The corresponding bilinear form is given by 


Q(A + B) — Q(A) — Q(B) = AB + BA (in Fo). 
he 
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We write A | B for AB+ BA =0, and H(A) for the set of all J | A (plus 0). 


If we look at V as a projective space, we calla 1-dimensional subspace fA “point” 
and a 2-dimensional subspace FoA + FB “line”; H(A) is a hyperplane. An in- 


4 


volution is regular if @(A) +0; and then V = FoA + H(A). If Q(A) = 0, A( +0) © 
is singular and Fo A is “isotropic”. If all involutions in H(A) are regular, or if H(A) — 


carries no isotropic points, we also call H(A) regular. 


Proposition 1. Jf V is an Fo-vector space of involutions with an involution R such 
that Q(R) = land H(R) is regular, then V has the following properties : 
(i) of Q(A) = Q(B) = 1, there is J such that J AJ = B; 
(ii) a line in V carries at most 2 isotropic points ; 
(iti) Fo A, Fo B, FoC are collinear if and only if A BC is in V; 
iv) if Fo has more than 3 elements and if Q(A) +0, V is generated by all J with 


(iv 
Q(J) = Q(A). 
Proof. Let Q(A) = Q(B) =1 and B+-+4A. There is J in H(A) such that 


B=eaA+J. Then 1= Q(B)=a2+ Q(J). Sinee A+ B=(14+a0)A4/d, 
Q(A + B) = (1+ a)? + QJ) = 2(1+ a). At first consider d = R. Then Q(J) +0, 


hence «? + 1 and « + —1; therefore Q(R + B) + 0. Since A(A + B) = (A+ B)B, 


we get (R + B)1R(R + B) = B. Wealso have J-1RJ = — RforJ in H(R). Hence — 


we get by conjugation that H(B) is regular whenever Q(B) = 1. Now we can repeat 
the above argument for any A with Q(A) = 1 and get (i). 
Next we show: 


_ (1) ifA | Band both singular, then Fp A = Fo B. 

There are C and D in H(R) such that «A = R+ C and bB=R-+ D. Since A 
and B are singular, 0 = Q(R + C) =1+ Q(C) and 0= Q(R+ D) =1+ Q(D). 
Also 0 = «f(AB+ BA) = (+ C)(R+ D)+(k+ D)(R+0)=24CD+4+ D0. 

Q(C — D) = Q(C) + Q(D) — (CD + DC) = —(2+ CD + DC) =0, 
which is only possible if C = D; hence Fp A = Fo B. 
As an immediate consequence we get 


(2) if A Bin Fo, then Fo A = FoB. 


This is certainly true if A or B is regular. If both A and B are singular, then ne- 
cessarily A.B = 0; hence A | Band FoA = FoB by (1). 

To prove (ii) suppose Q(A) = Q(B) = 0 and (without loss of generality) C = 
=A-+ Bwith Q(C) = 0. But Q(C) = Q(A) + Q(B) + (4 B + BA) = 0 implies 
A | B, hence Fo A = FoB by (1) 

Before proving (iii) we observe that 
(3) ABA = (AB-+ BA)A — BQ(A) is in V; hence also A-1BA in V if A is 


regular. 


We also note that the product P = A(«A + B) (8A + C) isa linear combination — 


of A, OC, ABA and A BO; hence P in V if and only if A BC in J. 
IfC =aA + BB, then ABC =aABA + BQ(B)Ais clearly an involution. 


we = bad 


% 
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To prove the converse suppose that ABO is an involution, that FpA + Fo B, 
FoA + FoC and that Q(A) + 0. Choose Fp D = (Fo A + Fo B)O H(A) and Fok = 
= (FoA + FoC) 0 H(A). Then ADE is an involution since ABC is; moreover 
AD=—DAand AK = —EHA,iec. ADE = DEA. 

2Q(A)DE = AADE+ AADE = A(ADE) + (ADE)A is in Fo. Hence DE is 
in Fo and Fo D = FoE by (2), proving that Fo A, Fo B, FoC are collinear. If Q(C) + 0, 
a similar proof would do. Now let Q(A) = Q(C) =0and ABC = J; then0 = AJ 
and 0 = JC, implying Fp A = FoJ = FoC. 

Note that if C=«A+ $B, ABC =aABA + BQ(B)A =CBA; ABC isin V 
and Q(A BC) = ABC-CBA = Q(A)Q(B)Q(C). 

Especially: if Po A, Fo B, FoC are collinear and if Q(A) = Q(B) = Q(C) = 1, then 
ABCin Vand Q(A BC) = 1. 

Finally let Fo have more than 3 elements and Q(A) +0. We show that every line 
FoA + FoJ with J in H(A) contains B + + A with Q(B) = Q(A). It is no restriction 
to assume that Q(J) + —Q(A) (otherwise multiply J by « + +1 in Fo). Let 


C= (Q(A) — Q()) A + 2 Q(A)J. 


Then 
Q(C) = (Q(A) — Q(J))? Q(A) + 4.Q(A)? O(J) = (Q(A) + Q(J))? Q(A) = 0. 


B=(Q(A)+ Q(J))1C has Q(B) = Q(A). 
Remark: If 9 has 3 elements (iv) may be wrong. Let C be the set Fo A + Fo B with 


4=(' Sy ond B=(_ a 


Only Q(+ A) = 1; but A does not generate V. 

It may be of interest that (i) can be generalized : 

if Q(A) = Q(B), then there is J such that J-1AJ = B or = — B (except in the 
case Q(A) = Q(B) = 0 and Fo A = FoB). 

For we have A(A + B) =(A+ B) Band A(A — B) = (A — B)(—B); Q(A4+ B)= 
= 2Q(A)+ (AB+ BA) and Q(A —.B) = 2Q(A) — (AB+ BA). If Q(A) +9, 
Q(A + B) = Q(A — B) = 0 is clearly impossible; hence A + BorA — Bis regular. 
If Q(A) = Oand FoA + FoB, then AB + BA +0 by (1); hence both A + Band 
A — Bare regular. 


The linear transformations of V that preserve @, form the orthogonal group 
O(Fo, Q). O+(Fo, Q) is the subgroup (of index 2) of all transformations with de- 
terminant +1. If A is regular in V, then V = fo) A + H(A), and A determines a 
“symmetry” in O(Fo,@Q) that maps A onto —A and leaves all J in H(A) fixed. The 
symmetries generate the full group O (Fo, Q). 

Let U be the multiplicative group generated by all regular involutions in V. If w is 
in U, define u by Ju — u-1Ju for all J in V. Because of (3) and since Q(J“) = Q(J), 
u is in O(Fo, Q); the mapping wu > uw is a homomorphism from U into O(Fo, Q). For 
regular A in V we have A4 = A and J4 = —J for J in H(A). Hence — 4 is a 


. symmetry. The determinant of A is +1 if V has odd dimension. Hence: 


(4) w—> wis a homomorphism from U onto 0+ (Fo, Q) if V has odd dimension. 
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If w = 1, then wis clearly in the center of U J Conversely if w is in \ the center of U, u 
leaves all regular J in V fixed. But since V = FoR + H(R), we get u = 1 ; Le. 


(5) the center of U is the kernel of the homomorphism. 


((4) and (5) are almost a restatement of CHEVALLEY [4], pg. 49.) 


2. Let YU be a translation plane (see ANDRE [1] or PicKERT [6], pg. 199 etc.), i.e. an 
affine plane with an (abelian) translation group & that is transitive on the points of QL. 
A translation plane can be coordinatized by a VEBLEN-WEDDERBURN system F’. (We 
assume the distributive law (a + b)c = ac + bc and write lines as y =x«m- b.) The 
elements of Z are then represented by the pairs (x, y) with x, y in F, the group opera- 
tion being (a, y) + (r,s) = (« +r, y +s). U determines a congruence K with carrier 
f, ie. a collection of subgroups of ZT in the following way: let Xm be the set of all 
(x, am) and X,, the set of all (0, y). (The notation depends of course on the coordinate 
system.) A congruence K has the following properties (independent of the coordinates) : 
If X + 2) in K, then T = direct sum X @ Y); T = union of all X. Conversely a con- 


gruence K with these properties determines a translation plane Y, and the carrier T 


of K is the translation group of 2. Corresponding to the free choice of x- and y-axis 
and of the point (1,1) in 2{, we can choose coordinates for K such that, given X + 9) in 
K and a translation t (not in X or ¥)), we have X = Xo, Y) = X,, and t = (1,1). 

The endomorphisms of the abelian group ZT form a ring. An endomorphism o of T 
is “congruence preserving” if to every X in K there is some ¥) in K such that Xo C Y). 
The group of congruence preserving automorphisms of & is isomorphic to the group 
of collineations of 2{ with a given fixed point. . 

If the characteristic of 2 + 2, we call the congruence preserving automorphism R 


of the “reflection with axis X and center 9)”, if rR = t for rin ¥ and tR = —rt 
for tin ). & has the following properties: 
(6) R? = 1; 
(7) tR = tonly for tin® and +R = —r only for rin 9); 
(8) — Ris the reflection with axis 9) and center X; 
(9) if o is a congruence preserving automorphism of T, then o-! Ro has axis ¥o and 
center Yo; 
(10) a ey = —R, then Xo = Y) and Yo = &: o interchanges axis and center 
of R. 


The kernel K (2) of K is the set of all endomorphisms o of & with Xo C X for every ; 


X in K. The kernel K (2) is anti-isomorphic to the kernel of the VEBLEN-WEDDER- 
BURN system /’: the subfield K (F) of all a in F that satisfy 


a(xy) = (ax)y and a(x + y) = ax + ay for every x, y in F. 


The endomorphism in K (2) corresponding to ain K (F) is given by (2, y)a = (ax, ay). 
“Hermitian plane” shall always denote an affine plane over an alternative quadratic 
division algebra F'/F'9 of characteristic +2. There are four cases: 
(0) F= Fo, 
(i) F/Fo commutative and quadratic, 
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(ui) F/Fo a quaternion field, 

(iti) F/ Fo a Cayley-Dickson algebra. 

There exists always a (uniquely determined) involutorial anti-automorphism of F |Fo 
which we denote by a >a (a = a in case (0)) (see e.g. PrckErr [6], pg. 168 etc.). 


Proposition 2. Let 2 be a Hermitian plane over F|Fo. Let ¢ +0 in Fo and let V be 
the set of all endomorphisms A of the translation group & of X defined by 
(v,y) A = (wa + yae, xa — ya) 
(for every a in Fo and every a in F). Then 
(i) V is an Fo-vector space of congruence preserving involutions; 
(ii) H(A) is regular for every reflection A in V; 
(iii) af A as a reflection in V and t + 0 is a translation in the axis of A, then 


t H(A) = center of A. 


Proof. To A corresponds a matrix 
* 


11 M(Ay=(* * |; 2 (02 
at) (4)=(2 2); MAP = G+ laleZ 
(I = identity matrix; ||a|| = aa = aa in Fo). If F is associative, (i) is obvious. 


Now let F be a Cayley-Dickson algebra. To show that A is an involution, we 
observe that (x, 0)A2 is computed in the associative subalgebra F(a, x); hence 
(x, 0) A2 = (a, 0) M(A)? and similarly (0, y) A? = (0, y) M(A)?. Hence 


Q(A) = A2 = 02+ lal ein Fo. 
To show that A is congruence preserving, consider 
(a, 2m) A = (wa + am: ae, ra — xma). 


We have to show that xa — ama = (wa + am: ae): (a + mae)—(a — ma) or that 


(a) ra = (wa-+ am: ae): (a+ mae)—ta 
and 
 (b) am = (xa + am: ae): (x+ mae) tm. 


(a) is equivalent to 2a-a-1(x + mae) = xa + am-ae which is correct because of 
the Moufang-identity : 
wa a-}(ma) = wa + a>} (ma-}) ||a||= ((aa-a-1) m)a- | al] = am-a. 
(b) is equivalent to the identity 
; am: m-1(a + mae) = xa + am-ae. 

Thus A is congruence preserving. 

(x, y) R = (x, —y) is a reflection in V. One computes easily (x, y) (RA + AR) = 
= (a, y) 2a; hence A in H(R) if and only if « = 0; but then Q(A) = |a|e—0 
only for a = 0. Hence H(R) is regular. By proposition | (i) every reflection A is 


conjugate to R, since 
At RAS 1e 


NR a URENE ND ee a Es peony, Qoob Ros! WR arty ig URI Days Yk Cte ene a Veh nn gale Cae othe a 
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This proves (ii). We note by the way that A isa reflection in V if and only if Q(A) = 1. 
Next note that (r,0) A = (0,8) for « =0 and ra = s; this establishes (iii) for 

the reflection R. Conjugation proves (iii). ¢ 
(x, 0) A = (x, 0) for every x implies that « = 1 and a = 0; i.e. A = R, showing: 


(12) if two reflections in V have the same axis, they are identical. 


(It may be of interest to determine the effect of a singular endomorphism J in Vz 
One gets all of these — up to Fo-factors — in the form 


(v,y)Ja=(e@+yae,aa—y) with Q(Jg)=1+|ale=0. 


Then.(a + a9, xa) Jq = (x0, roa); i.e. the coset Xq + (xo, 0) is mapped onto (x9, xa), 
and exactly X, itself onto (0, 0).) : 
(i) and (ii) imply of course that the results of part 1. are valid. 


Let V be an Fo-vector space of involutions as in proposition 2. For X + ¥) in K 
define X | Y) if and only if X is the axis and ) is the center of a reflection in. V. 
If there is no reflection with axis (hence by (8) with center) X, put ¥ | X and call 
X isotropic. By (8) X | ) if and only if Y) | X. By (12) X | 9) and X | B implies 
Y = 8. Hence we are justified in calling this the orthogonality relation in K (and 
hence in %) induced by V. 4 


Proposition 3. If V is an Fo-vector space of involutions as in proposition 2, the 
orthogonality relation in K induced by V can be described by a Hermitian form. 


Proof. We want to show that 


Xm | Xn if and only if 1+ nme=0. 


- 


Let (x, y) R = (x, —y). By proposition 1 there is to every reflection S an involu- 
tion J such that S = J-1RJ. We get all S + + R, if we let J be of the form 


(w,y) J sah (x = yme, cm — y) 
for all m such that 


Q(J)=1+|mlle+#0. 
Let n (+m) be the solution of 1 + nme = 0. Then 
(1,0) J =(1,m) and (0, —n)J = (1, n); 


hence Xm and X» are axis and center of S. Since we get all reflections in this way, 
Xm with 1 + ||m| ¢« = 0 cannot be the axis of a reflection, i.e. Xm is isotropic. 

(If 1 + | mle +0, put « = (1 + | m|e)-1 (1 — | mlje) and a = (1 + || m|| €)-22m. 
Then (a, y)A = (xa + yae, xa — ya) is the reflection with axis Em-) 

(Proposition 3 is almost trivial if F is associative.) 

Next we will show that among the translation planes, the Hermitian planes are 
characterized by properties (i), (ii) and (iii) of proposition 2. Since the field Fp is not 
at all given, if we start out with a VeBLEN-WEDDERBURN system F, the next 
theorem will naturally be more complicated. 


ee paatents pit he woe es Ata hy 


er ee 
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Theorem 1. A translation plane U is a Hermitian plane if and only if the translation 
group & of UL permits a reflection R and an additive growp H of congruence preserving 
automorphisms A satisfying 

(i) A? = Q(A) is in the kernel K (2) of K; 
(ii) RA + AR =O; 
(ii) A + R is congruence preserving; 
(iv) there 1s a translation t in the axis of R such that tH = center of R; 
) 


(v) af UL ts non-Desarguesian and if Q(A) +1 for all A in H, there is some J in H 
such that all Q(J) A belong to H. 

Proof. The “only if” was proved in proposition 2. 

Choose coordinates in a VEBLEN-WEDDERBURN system F’ such that (2, y) R = 
= (x, —y). RA + AR =0, or A-1RA = — R, implies that A interchanges axis 
and center of R (see (10)). Hence (x, 0) A = (0, f(x)) and (0, y) A = (g(y), 0). 
(a, 0) (A + R) = (x, f(x)) and (0, y) (A — R) = (gly), y). Since A+ R is con- 


- gruence preserving, there is a+0 in F such that f(x) = xa and k +0 in F such 


that y = g(y) k. 
(0, y) A? = (gy), 0) A = (0, 9(y) 2) = (0, y) Q(A) = (0, Q(A)y) 


- gives g(y)a = Q(A)y. 


Next choose coordinates such that (1,0) A = (0, 1). Then (a, y) A = (g(y), x) with 
g(y) = Q(A) y and y = g(y) &; hence Q(A) y- k = y. Since Q(A) k = 1 (and Q(A) 


in K(%)), Q(A)y:- Q(A)-! = y for every y, especially for every y in K (1); i.e. Q(A) 


is in the center of K (2). 

‘Now let (x, y) A = (g(y), va) and (a, y) B = (h(y), wb). If for some r + 0, (r,0) A = 
= (r,0) B, then ra = rb, hence a = b. A — B is in A and singular; this is only 
possible if A = B. Hence if A maps (1, 0) onto (0, a), we can put 
(13) (x,y) A = (galy), xa) with ga(y)a=Q(A)y. 


Because of (iv) there is A in H with (x, 0) A = (0, xa) for every a +0 in F. Let 
(x, y) A = (ga(y), wa) and (x, y) B= (go(y), 2b). A+ B is in H and maps (1, 0) 
onto (0, a + b). Hence (a, y) (A + B) = (gato(y), v(a + 6)), proving 


Jat+v(y) = galy) + goly) and x(a + 6) = xa + ab, 


the second distributive law. 
If (1,0) # = (0, 1), then (1,0) (H + A) = (0,1 + a), and (13) gives now: 


Q(E + A) = 9ita(1) (1 + a) = (91(1).+ ga(1)) (LE + @) = 
= Q(#) + (Q(E)a + ga(1)) + Q(A). 
If we denote by Fo the subfield of the center of K (2) generated by the Q(A)’s, 
(14) Q(E) x? — (Q(E£)a + ga(1)) + Q(A) = 0 


_ is a quadratic equation for x =a over Fo. 


Now choose coordinates such that for some J with Q(J) = 1 or for the J in (v), 
we have (1,0) J = (0,1). Put Q(J) =e (in Fo). Then by (18) (2, y) Jj = (ey; x). 


| 
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(a, xm) J = (exm, x) shows that there is k in F such that exm:+k = x for every 2, 
or: 
if emk=1, then exm-k=zx. 


This is the right cancellation rule if e = 1. . 
If ¢ +1, we have now to use (v). Let (x, 0) A = (0, za). eA is in H and maps 
(1,0) onto (0, ea); hence (a, 0) (eA) = (0, x(ea)). On the other hand p 


(x, 0)¢A = (ex, 0) A = (0, exa), 
proving x(ea) = exa. We get: 
if (em) k = 1, then 2(em)-k= 1; 


we replace em by m and have again the right cancellation rule. But a division 
algebra of characteristic +2 with right cancellation rule is an alternative algebra — 
(see e.g. PickERT [6], pg. 182). 

The Fo-vector space of involutions as given in proposition 2, is maximal in the 
following strong sense. 


Proposition 4. Let W be an Fo-vector space of congruence preserving involutions of — 
the translation group & of a Hermitian plane XU. Suppose that W contains a reflection R 
and that H(R) (within W) is regular. Then W is a subspace of some V as given in 
proposition 2. 


- 


Proof. Choose coordinates such that for some E | R in W, (1,0) # = (0, 1). 
Then (x, y) H = (yQ(E), x) (with Q(£) +0 in Fo). Ey maps (1,0) onto (0, y) for 
y +0 in Fo. If (1,0) A = (0, a) for A | R in W with a not in Fo, the uniquely © 
determined constant term of the quadratic equation (14) is Q(A) = |a|| Q(B); hence — 
by (13) (#, y) A = (yaQ(B), xa). Put e = Q(Z). Then W = FoR+ H(R)CV. . 


Theorem 2. Let & be the translation group of a Hermitian plane U over F/ Fo, where Fo — 
has more than 3 elements. The following statements are equivalent: 
(i) V is a maximal Fo-vector space of congruence preserving involutions of ZX with 
a reflection R and regular H(R); 
(ii) V is an Fo-vector space generated by all reflections of X with axis Xm and center Xn 
such that 1 + nme = 0 (¢ +0 fixed in Fo); 
(iil) V ws the set of all endomorphisms of X of type (x, y) A = (aa + yre, xa — ya) 
(with « in Fo, a in F; ¢ +0 fixed in Fo). 


Proof. Proposition 3 together with proposition 1 (iv) implies that (ii) and (iii) are 
equivalent. Proposition 4 states that (i) and (iii) are equivalent. 


3. Let V be as in theorem 2 and U the multiplicative group of congruence preserv- 
ing automorphisms of Z generated by all regular involutions in V. 

Because of (9) and (3): 

U preserves the orthogonality in K induced by V. (By proposition 1 (i) U is transitive 
on the orthogonal pairs in K.) 

If F is associative, we can identify the involution A in V with the matrix M (A) 
(see (11)): A = M(A). Put 
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(| 


and let GU2(F, H) be the group of unitary similarities, i.e. the group of matrices 
A such that AHA* = yH (with y +0 in Fo). 
A regular involution A in V satisfies 


Al 2a A*, 
A? = Q(A)J with Q(A) +0 in Fo, 
A not in the center of GU2(F, H). 


(ls) 7 


Conversely one checks easily that if A in GU2(F, H) satisfies (15), then A is 
a regular involution in V. Hence: 

if F ws associative, U is the subgroup of GU2(F, H) generated by the transformations 
that satisfy (15). 

If F is not commutative, the center of U is Fj‘. Hence (4) and (5) give immediately : 


U mod FX ~ 0%(Fo, Q) for a quaternion field F and 
U mod Fy ~ 05(Fo, Q) for a Cayley-Dickson algebra F. 


If F = Fo(t) with t2 = y not a square in Fo, we show that the center of U is 
- isomorphic to the multiplicative group Z of the invariant and skew elements in F. 


Be 


F XI and Ff tI are in the center of U. Conversely the determinant | 4| = — Q(A) 
is in Fo; hence |u| in Fo for every u in U. If al is a center element of U, then a? 
in Fo, which is only possible if a is invariant or skew in F’. Hence 


UmodZ ~ 03(F0,Q) for F=Fo(t) and Z=FS UF St. 


An example: If Fo is a Euclidean field (i.e. Fo is ordered and every positive 
element is a square) and ¢ = 1, then every X in K is axis of a reflection and every 
involution is an F'o-multiple of a reflection. If U’ denotes the subgroup of U generated 
by reflections, we have U = FX U’. The pairs + R of reflections in U’ are in one- 
to-one correspondence with the orthogonal pairs X | 9%) in K, and are the points 
of a projective elliptic space of dimension 2 or 4 or 8 (case F + Fo). 

The reflections R, 8S, 7 in U’ are “collinear” if and only if RST’ is a reflection 
in U’. 
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Schliefungssatze in projektiven Ebenen und dichten Teilebenen 


Von SIBYLLA CRAMPE in Kéln © 


Einleitung. O. HOLDER hat 1901 bewiesen, daB ein archimedisch angeordneter 
beidseitig distributiver Quasikorper ein kommutativer Korper ist. In einem archi- 
medisch angeordneten beidseitig distributiven Quasikérper liegt ein dem rationalen 
Zahlkérper isomorpher Unterkérper dicht, und der Quasikérper ist somit auch iiber 
diesem Unterkorper archimedisch!). 


CI. on aang 


Man kann einen Ternarkérper als Koordinatenmenge einer projektiven Ebene auf- — 


fassen und einem Ober- und Unterternarkérper auf diese Weise eine projektive Ober- 


und Unterebene zuordnen. Dem Kommutativgesetz der Multiplikation entspricht — 


dann eine Spezialisierung des Satzes von Pappos und einem Ternark6rper mit dichtem 
Unterternark6rper eine projektive Ebene mit dichter Teilebene. H6LpERs Satz besagt 
also, daB sich diese Spezialisierung des Satzes von Pappos von einer dichten Teilebene 
auf die projektive Ebene tibertragt. Es liegt daher die Frage nahe, was fiirSchlieBungs- 
satze sich von einer dichten Teilebene auf die projektive Ebene tibertragen lassen. Wir 


zeigen, da dies fiir gewisse Typen offener und insbesondere fiir alle konstruierbaren _ 


SchlieBungssatze der Fall ist?). Fiir die zu den projektiven Ebenen gehorigen Ko- 
ordinatenbereiche folgt aus diesem Ergebnis, da® sich die Rechenregeln der Ver- 
kniipfung wie Zerlegbarkeitsbedingungen, Assoziativitat, Kommutativitat und Dis- 
tributivitat von einem dichten Ternarkérper auf den Oberternarkérper tibertragen. 
An Hand eines Gegenbeispiels weisen wir nach, daB die Archimedizitat einer Ober- 
tiber eine Unterstruktur im allgemeinen jedoch noch eine zu schwache Bedingung ist, 


um damit in der Unterstruktur giiltige Gesetze der Verkniipfung auch fiir die Ober- 
struktur folgern zu kénnen. 


x 


1. Angeordnete Ternirkérper. Man nennt einen Terndrkérper & angeordnet, wenn 
auf § eine vollstandige Anordnung < erklart ist und beziiglich dieser Anordnung die 
beiden folgenden Monotoniegesetze fiir alle Elemente aus @ gelten ({1]): 

(1) T'(u, 2,01) << T(u,x, v2), falls vy < ve. 
(2) f T (ui, %, 01) << T (ue, x, v2), falls uw, < us, Fhe ae 
| P(uz, x, v2) << T (uy, x, 01), falls wj<we, r<2z, 


wobei xs durch 7' (1, x5, 01) = T (ug, ts, V2) bestimmt ist. 


1) Diese Begriffe werden in dem folgenden Abschnitt definiert. 
2) Genaue Formulierung in Satz 2. 
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Wie in [1], § 5 nachgewiesen, folgt aus (1) und (2) auch das Monotoniegesetz 
(2') Du, 01, 0) <0 (u, a, ¥)° fir’ 21< x2, 0 <u; 
T (u, £2, v) < T'(u, x1, v) fiir Li Coy Wa Oe 
Ast der Ternark6érper insbesondere ein Schiefkorper, so vereinfachen sich die Mono- 
toniegesetze (1), (2) zu den beiden folgenden Bedingungen: 


(1*) a+b<a+ce, falls b<c, 
ae =.b¢; dalle a =< >) 0 <6. 


(2*) 
biz ae, Malls a 26.46 <0: 


Ein angeordneter Ternarkérper heiBt archimedisch angeordnet, wenn es zu Elementen 
a, b, a’, b' mit b’< a’<0<a<b stets natiirliche Zahlen n,n’ mit n'-a'< 0’, 
b<n-a gibt; n-a ist hierbei folgendermaBen definiert: 0-a = 0, (n+ 1)-a= 
=n'ata. 

Ist der Ternarkorper ein Schiefkorper, so ist er dann schon archimedisch angeord- 
net, wenn zu Elementen a, b mit 0 < a < 6b stets eine natiirliche Zahl n mitb << n-a 
existiert. 

Ein Unterternarkorper & eines Ternarkorpers & heiBt dicht in &, wenn es zu Ele- 
menten a, b € 8 mit a < b stets ein Element ze ® mita <z <b gibt. Man kann diese 
Bedingung durch die anscheinend schwachere Forderung ersetzen: Zu Elementen 
a,bER mit 0 <a <b} gibt es stets ein Element ze ® mit a < z < b. Beweis: Im 
Falle a<6< 0 bestimme man ein Element e’€ 8 mit T'(1, 1, e’) = 0, wegen 
T(1,1,e) =0<1= T(1,1,0) folgt e’<0 nach dem Monotoniegesetz (1) und 
somit nach (2’) 0 = T(e’,0,0) < T(e’, b,0) < T(e’,a,0). Zu den Elementen 
T (e’, 6, 0), T(e’, a, 0) gibt es ein Element z’€ 8 mit T'(e’, b,0) <2’< Tle’, a, 0). 
Wegen 0 +e’ existiert in ® ein Element z mit z’= T'(e’, z, 0). Also gilt T'(e’, b, 0) < 
< T(e’,z,0) < T(e’, a, 0), woraus auf Grund des Monotoniegesetzes (2') a<z<b 
folgt. 

Als Verallgemeinerung des Begriffes der Dichte fiihren wir den Begriff der Archi- 
medizitdt eines Ternarkorpers @ iiber einem Unterternarkérper @ ein: Gibt es zu 
jedem Element a € @ mit 0 < a stets ein Element’ z ¢ @ mit 0 < z <a, so nennen 
wir @ archimedisch tiber &. Man sieht sofort, daB es bei Voraussetzung der Archi- 
medizitat von & iiber & auch zu jedem Element a ¢ ® mit a < 0 ein Element ze 8 
mit a <z< 0 gibt. 


2. Projektive Ebenen und dichte Teilebenen. J eder affinen Ebene laBt sich beziiglich 
eines nicht ausgearteten Punktequadrupels O, H, U, V eindeutig ein Ternarkorper 
zuordnen, und umgekehrt bestimmt auch jeder Ternarkérper bis auf Isomorphismen 
eindeutig eine affine Ebene, die beziiglich eines gewissen Punktequadrupels einen zu 
ihm isomorphen Ternarkérper als Koordinatenmenge besitzt?). Ist & ein Unterternar- 
k6orper von ®, so kann man & und § also gerade solche affine Ebenen &, und &, zu- 
ordnen, daB ©,, eine affine Unterebene von ©, und damit auch die zugehérige pro- 
jektive Erweiterung & von ©,, eine Unterebene der zugeh6rigen projektiven Erweite- 


3) Hierzu wie zu der folgenden Bezeichnungsweise siehe [4] 8. 31 bis 39. 
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rung & von &,, ist. Ist der Ternarkérper insbesondere angeordnet, so ist es auch die 
zugehorige affine wie projektive Ebene ({1]). In einer angeordneten projektiven Ebene 
laBt sich eine solche Topologie einfiihren, daB ihre lineare Topologie gerade die Ord- 
nungstopologie ist ([4], S. 269). Die folgenden Satze werden allgemein fiir topologische ~ 
projektive Ebenen bewiesen, gelten also insbesondere fiir angeordnete projektive 
Ebenen. 

Wir fiihren die folgenden Bezeichnungen ein: U(P) bzw. V (y) bedeutet eine Um- 
gebung, U(P) bzw. B(y) die Menge der Umgebungen und 8(P) bzw. B(y) eine Um- | 
gebungsbasis des Punktes P baw. der Geraden y. Punkte werden mit grofen lateini- 
schen, Geraden mit kleinen griechischen, eine Gerade y als Punktreihe aufgefaBt mit — 
8, und ein Punkt S als Geradenbiischel aufgefafit mit J’; bezeichnet. In tblicher 
Weise nennen wir zwei Mengen mit leerem Durchschnitt zweinander fremd; wir wollen 
diese Bezeichnung ferner fiir eine Punktumgebung U (P) und Geradenumgebung V(y) 
gebrauchen, wenn aus Qe U(P) und f € V(y) stets folgt Q¢B,. Sind A, B zwei zu- — 
einander fremde Punktmengen, so verstehen wir unter AU B die Menge der Ver- 
bindungsgeraden @ P mit @ ¢ A, P e Bund dual unter A n B die Menge der Schnitt- _ 
punkte zweier zueinander fremder Geradenmengen A, B. Da Punkt- wie Geraden- 
raum einer topologischen projektiven Ebene hausdorffsch sind ({5]), kénnen wir zu 
zwei voneinander verschiedenen Punkten Pj, P2 auf einer Geraden y und zu einer — 
Umgebung V(y) stets Umgebungen U(P ), U(P2) mit U(P ) v U(P2) C V(y) an- © 
geben und entsprechend zu zwei voneinander verschiedenen Geraden 1, yg durch P 
und zu einer Umgebung U (P) Umgebungen V (y1), V (yg) mit V (yi) a ;V(y2) C U(P). 
Die Gesamtheit der Umgebungen U;(P) O U2(P), wobei U;(P) alle Mengen aus einer 
Umgebungsbasis 81(P) und U2(P) alle Mengen aus einer Umgebungsbasis 82(P) — 
durchlauft, bildet eine Umgebungsbasis von P; diese Basis bezeichnen wir mit 
Bi (P) / B2(P) und entsprechend fiir eine Gerade y mit 81 (y) \ Be(y). 

Wir nennen eine Teilebene ©4) dicht in der projektiven Oberebene ©, wenn & eine 
topologische projektive Ebene und jeder Punkt aus © Haufungspunkt von Punkten 
aus € ist. 

Anmerkung lL. In einer projektiven Ebene © mit einer dichten Teilebene © ist 
auch jede Gerade aus & Hiufungsgerade von Geraden aus ©. Beweis: Es sei y eine 
beliebige Gerade aus © und V(y) eine Umgebung von y. Wir wahlen zwei voneinander 
verschiedene Punkte P, Ps auf y. Dann gibt es zu P;, Pg Umgebungen U (P}), U(P2) © 
mit U(Pi)u U(P2) C V(y). Die Punkte P;, Pz sind Haufungspunkte von Punkten 
aus ©, also liegt in U(P;), i = 1,2, ein Punkt Q; € © und die Gerade Q, Qz somit in & 
und V (y). 


Satz 1. € ist genau dann eine dichte Teilebene der projektiven Ebene &, wenn es in © — 
eine in der Geradenmenge von © enthaltene Gerade y gibt, so dak jeder Punkt von Sra 
Hiiufungspunkt von in E liegenden Punkten von 8, ist. 

Beweis. 1) Wir setzen voraus, da © dicht in © ist und wollen zeigen, daB jeder 
Punkt auf einer Geraden y aus € Haufungspunkt von in & liegenden Punkten von OOF 


4) Unter einer Teilebene wird eine nicht ausgeartete Teilebene verstanden. Fiir dichte Teil- 
ebenen ist diese Kinschrankung jedoch nicht nétig, da man mit Hilfe der Dichte leicht die Exi- 
stenz eines nicht ausgearteten Punktequadrupels beweisen kann. 


Vol. XI,1960 — SchlieBungssatze in projektiven Ebenen und dichten Teilebenen 139 


_ ist. Es sei P ein beliebiger Punkt aus 8,. Eine Umgebung U,(P) von P in §, lagt 
sich in der Form $8, 4 U(P) darstellen. Wir betrachten eine von y verschiedene 
Gerade 6 durch P. Zu f, y und U (P) existieren Umgebungen V (B), V (vy) mit 


V(B) a V(y) C U(P). 


Weil € eine dichte Teilebene von & und somit nach Anmerkung 1 auch jede Gerade 
aus © Haufungsgerade von Geraden aus G ist, gibt es in V(f) eine Gerade « aus ©. 
Der Schnittpunkt von « und y liegt daher in U,,(P) und €. 


2) Jeder Punkt der Punktreihe {$, aus © sei Haufungspunkt von in © liegenden 
Punkten von ‘f,,; es ist zu beweisen, da dann auch jeder nicht auf y liegende Punkt 
aus & Haufungspunkt von Punkten aus € ist. Wir zeigen zundchst, daB jede Gerade 
B aus ©, die durch einen in ©, aber nicht auf y liegenden Punkt RF geht, Haufungs- 
gerade von Geraden aus €ist: Nach Voraussetzung ist 8 von y verschieden; es existiert 
somit der Schnittpunkt S der Geraden 6 und y. Wegen R +S und R, STI f gibt es 
Umgebungen U(S), U(R) mit U(S)u U(R) C V(f). Zu U(S) gibt es in $B, eine Um- 
gebung U,(S)-mit U,(S) C U(S), und in U, (8) liegt ein Punkt Q aus ©. Die Gerade 
RQ ist daher eine Gerade aus V (8) und &. Wir betrachten einen beliebigen Punkt P 
aus © mit P ¢ ‘8, und wahlen zwei nicht mit P kollineare und nicht mit y inzidie- 
rende Punkte Ri, R2 aus ©. Die Geraden f; = P R;, i = 1,2, sind daher, wie eben 
nachgewiesen, Haufungsgeraden von Geraden aus ©. Zu einer beliebigen Umgebung 
U(P) von P gibt es wegen (1 + Bo, P = 61 N B2 Umgebungen V (f;), 7 = 1,2, mit 
V (61) 9 V(B2) C U(P). In V(f;) liegt eine Gerade a € ©, 7 = 1,2, und der Schnitt- 
punkt «1 © «2 somit in U(P) und &. 


Anmerkung 2. Handelt es sich insbesondere um angeordnete projektive Ebenen, 
so besagt Satz 1 gerade die Aquivalenz der beiden Begriffe ,,Projektive Ebene mit 
dichter Teilebene‘‘ und ,,Ternark6érper mit dichtem Unterternarkorper“. In diesem 
Fall ist Satz 1 namlich mit der folgenden Aussage gleichwertig: € ist genau dann eine 
beztiglich der Ordnungstopologie dichte Teilebene der projektiven Ebene &, wenn der 
beziiglich irgendeines nicht ausgearteten Punktequadrupels aus © zu © gehdrende 
Ternarkérper & dicht in dem beziiglich desselben Punktequadrupels zu € gehorenden 


Oberternarkérper & liegt. 


3. SchlieBungssiitze in dichten Teilebenen. (Die iiber SchlieBungssdtze folgenden 
Definitionen sind fast alle in [4], 1.4 und Anhang 3 zu finden. Wir setzen alle Inzidenz- 
strukturen als nicht ausgeartet voraus, das heiBt, es soll in einer Inzidenzstruktur 
stets vier Punkte geben, von denen keine drei kollinear sind.) 

Unter einem Schliefungssatz versteht man die folgende Aussage tiber die Punkte 
Xi, ..., Xm und die Geraden &), ... , £, einer Inzidenzstruktur: Fiir alle Xj, ..., Xn, 
&,,..., €, folgen aus gewissen Ungleichungen X; + Xi, Ex + Ex’, gewissen Inzidenzen 
AGH =, iw eo Ly ren M5 UU, k+k’, m=n,u =v) und Ver- 
neinungen phdeter ieidencet dieser Art gewisse Inzidenzen derselben Gestalt. Die 
Punkte Xj, ..., X» und die Geraden é), ... , &, heiBen Variable, die Punkte Xy+1,..., 
Xm und die toraden Geet, Ronen Rete lareite. 

Ist m =n und w=», so wird der SchlieBungssatz allgemein genannt. Werden 
bei einem SchlieBungssatz Variable zu Festelementen gemacht, zur Voraussetzung 


Cid V6 a, wa FRET See iy ae ie -. IW Vino Ri Ae A Na in 3 Re Bp hs a 


\ 
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noch Ungleichungen, Inzidenzen, Verneinungen von Inzidenzen hinzugefiigt oder 
Gleichsetzungen von Variablen vorgenommen, so bezeichnet man den hierdurch 


entstehenden SchlieBungssatz als eine Spezialisierung des urspriinglichen. Ist die — 


Voraussetzung eines allgemeinen SchlieBungssatzes so beschaffen, daB man bei einer 
nicht im Widerspruch zur Voraussetzung stehenden Gleichsetzung gewisser Elemente 


stets eine Spezialisierung erhalt, so heiBt der SchlieBungssatz normal. Im folgenden — 


betrachten wir nur normale und Spezialisierungen normaler SchlieBungssatze und 
erwahnen dies nicht jedesmal explizit. 

Die aus den Punkten und Geraden und den in der Vornusseiaune vorkommenden 
Inzidenzen eines SchlieBungssatzes gebildete Inzidenzstruktur bezeichnen wir als die 
zu diesem SchlieBungssatz gehorige Inzidenzstruktur. Schreibt man alle Punkte und Ge- 
raden einer endlichen Inzidenzstruktur in irgendeiner Reihenfolge hintereinander, so 
erhalt man einen Aufbau dieser Inzidenzstruktur. Als Ordnung O (E) eines Elementes 2 


we 


Sap 


beziiglich eines gewissen Aufbaues bezeichnet man die Anzahl der vor H stehenden — 


Elemente, mit denen # inzidiert. Eine endliche Inzidenzstruktur heiBt geschlossen, 
wenn durch jeden ihrer Punkte mindestens drei Geraden gehen und auf einer jeden 
ihrer Geraden mindestens drei Punkte liegen. Eine endliche Inzidenzstruktur heiBt 
offen, wenn sie keine geschlossene Unterstruktur besitzt. In [4], S. 325, ist bewiesen, 


ows 


daB eine Inzidenzstruktur genau dann offen ist, wenn es zu dieser Struktur einen — 
Aufbau gibt, bei dem alle Elemente héchstens die Ordnung 2 haben. Wir nennen einen — 


solchen Aufbau offen. Existiert sogar ein Aufbau, bei dem zuerst die Elemente der 


Ordnung 0, dann die Elemente der Ordnung 1 und erst nach diesen die Elemente der — 


Ordnung 2 stehen, so heiBt die Inzidenzstruktur konstruierbar, der aus den Elementen 
der Ordnung 0 und 1 bestehende erste Teil des Aufbaues fundamental und die hierzu 


gehérende Inzidenzstruktur ein Fundament. Ein SchlieBungssatz mit zugehdériger — 


offener Inzidenzstruktur wird offen und ein SchlieBungssatz mit zugehériger kon- 
struierbarer Inzidenzstruktur wird konstruierbar genannt. Es ist allerdings nicht ge- 
klart, ob offene Inzidenzstrukturen wirklich allgemeinere Inzidenzstrukturen als 
konstruierbare sind. 

Besonderen Eigenschaften der terniren Verkniipfung eines Ternarkérpers, wie 
Zerlegbarkeitsbedingungen, Distributivitat, Assoziativitat und Kommutativitat der 
Multiplikation bzw. Addition, entsprechen offene, im allgemeinen sogar konstruierbare 
SchlieBungssatze in der zugehorigen affinen Ebene. Die Dichte eines Ternarkérpers & 
in einem Ternarkérper ® besagt gerade die Dichte der mit der Ordnungstopologie 
versehenen, zu St gehérenden projektiven Ebene € in der zu & gehorenden projektiven 
Oberebene & von &. LaBt sich also die Giltigkeit gewisser SchlieBungssatze in © 


mittels der Dichte auf die Ebene & iibertragen, so ist damit bewiesen, daB die diesen 


SchlieBungssatzen entsprechenden Higenschaften der terndéren Verkniipfung in ® auf 
Grund der Dichte auch fiir & folgen. 


Satz 2. Hin offener SchlieBungssatz X, zu dem es einen offenen Aufbau Ay gibt, so dap 


— ae « 


alle Festelemente eine nicht gréfere Ordnung als 1 haben, iibertrigt sich von einer dichten — 


Teilebene auf die projektive Ebene), 


°) Der Gedanke, SchlieBungssatze von dichten Teilebenen auf Grund der Stetigkeit von Ver- 


binden und Schneiden auf die projektive Oberebene zu iibertragen, geht auf H. SatzMann, _ 


Frankfurt, zuriick. / 


{it nag 
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Wir nennen die projektive Ebene € und ihre dichte Teilebene ©. Es werden zunachst 
drei Hilfssitze bewiesen§) : 


Hilfssatz 1. Der Punkt P liege nicht auf der Geraden y. Dann gibt es in U(P) eine 
Menge U(P) und in &B(y) eine Menge V(y), so dag U(P) und V (y) zueinander fremd 
sind. 

Beweis. Auf y wahlen wir zwei voneinander verschiedene Punkte P;, Ps. Da 
Punkt- und Geradenraum einer projektiven Ebene hausdorffsch sind ([5]), kann man 
zu Pi, Po, P drei zueinander paarweise fremde Punktumgebungen Ut, U3, U* und 
zu PP, PP, y drei zueinander paarweise fremde Geradenumgebungen Vj, V3, V* 
- bestimmen. Zu V7, V3, V* gibt es Punktmengen U;, Uj € U(P;), i = 1,2, 

Ut USe UlP)omit Uy u UG Vi, Uss0"C V3, Uf uUgCP*: 
Wir setzen 
Pe iN Ua Ue 20 = "UF OU! tT OY. 
Vz = Uiu U, eas 2s und’) Vis U,UU,. 
Als U(P) kénnen wir die Menge U, als V(y) die Menge V nehmen; denn aus einer 


Beziehung Yeo mit Qe U, oe V wiirde stets folgen, daB V; und Vz eine Gerade 
gemeinsam hatten, also auch Vf und V3 im Widerspruch zu ihrer Wahl. 


- Korollar 1. Hs ser Pi € yj ((@ = 1,...,237 =1,...,m). Dann gibt es Umgebungen 
O(P,), 4 —35..-, 2. and V (y;),7 =1,..-, m, so dap U( Pi), 4 = 1, ....,.n, und V(y4)s 
) = 1,...,m, zueinander fremd sind. 

_(Man bilde zu jedem Paar P;, y; Umgebungen U;(P;), Vi(yj) und setze 


U(P) = a) Ly Py), VG) Q Vilyy).) 


Korollar 2. Hs sec P ¢y. Dann gibt es Umgebungsbasen 8(P) und B(y), so dap 
U € 8(P) und V € B(y) stets zueinander fremd sind. 

(Fir jede Menge U’ e U(P) mit U’ C U(P) und fiir jede Menge V’ « S(y) mit 
V’ C V(y) gilt namlich ebenfalls, daB U’ und V’ zueinander fremd sind.) 


Hilfssatz 2. Der Punkt P liege auf der Geraden y. Dann gibt es in einer beliebsgen 
~Umgebung U(P) einen Punkt Q aus & und in einer beliebigen Umgebung V (y) eine 
Gerade Be Emit QI f. : 

Beweis. Wir wahlen auf y einen von P verschiedenen Punkt P;. Zu V (y) gibt es 
Umgebungen U’e U(P) und U; € Ui (P1) mit U' JU, CV. Da € dicht in & ist, liegt 
in U QU’ € U(P) ein Punkt Q € € und in UV, ein Punkt Qi € ©. Die Gerade 6 = QQ1 
liegt in V(y) und € und inzidiert mit Q. 

Anmerkung. Ist P bzw. y aus ©, so kann man stets P als @ bzw. y als 6 wahlen. 


Hilfssatz 3. Fiir P) + P bildet die Gesamtheit der Mengen U(P1) v U(P2) mit 
U (P;) € 8 (Pi), ¢ = 1,2, eine Umgebungsbasis der Geraden P, Po. 
(Diese Umgebungsbasis bezeichnen wir mit B(P1) v B(P2).) 


6) Zu den Bezeichnungen siehe S. 138. 
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Beweis. Zu einer beliebigen Umgebung Ve &(P1 P2) gibt es eine Menge 
Vie B(PiPs) mit V'CV und V’=U,VUU2, Ure u(Pi), i = 1,2, 


und zu den Umgebungen U; Mengen U;¢ 8(P;) mit U;C Ui, 1 = 1,2. Fir die Um- 
gebung V* = Uj vu Us gilt daher V* C V und V*e 8(P3) v B(P2). 


Anmerkung 3. Natiirlich gelten auch die zu den drei Hilfssitzen dualen Aus- 
sagen. Beziehen wir uns im folgenden auf einen der drei Hilfssitze, so ist der Satz 
selbst oder die duale Aussage gemeint. 

Beweis des Satzes 2. Jeder Punkt aus € ist Haufungspunkt von Punkten aus € 
und jede Gerade aus € Haufungsgerade von Geraden aus ©. Wir approximieren die 
Punkte und Geraden einer in © zu dem SchlieBungssatz Y gehdrenden Inzidenz- 
struktur $ durch Punkte und Geraden aus ©, wobei die Festelemente durch sich selbst 
approximiert werden. Aus der Giiltigkeit von 2’ in € wird auf Grund der Stetigkeit 
von Verbinden und Schneiden auf die Giiltigkeit von X in © geschlossen. 

Wir wollen die folgende Aussage durch vollstandige Induktion beweisen: Zu den 
Elementen des Aufbaues A, = Ep,..., En? ) kann man Umgebungsbasen 8()(Ho),..., 
%(") (Hy) mit folgender Eigenschaft are Re In jeder Umgebung U(™) (H;) € B™ (H;) 
gibt es ein Element H; € ©, 7 = 0,...,”, so daB die beiden Aufbauten A, = Eo,...,E£y 
und A, einander isomorph sind, ne falls H; Festelement ist, kann man stets E, als 
E;; wahlen. 

Hierbei sollen zwei Aufbauten isomorph heifen, wenn die zugehérigen Inzidenz- 
strukturen isomorph sind. 

Wir folgern aus der Richtigkeit der Aussage fiir den Aufbau A;-; = Eo,... , Et-1, 
t <n, ihre Richtigkeit fiir den Aufbau 4;. Der Aufbau .4; entsteht aus 4;—-; durch 
Hinzunahme des Elementes E;. Die Ordnung von #; kann 0,1 oder 2 sein, und wir 
haben daher drei Falle zu unterscheiden: 1) O(£;) = 0. Da Punkt- wie Geradenraum 
einer topologischen projektiven Ebene hausdorffsch sind und auf Grund der Korollare 
1 und 2 von Hilfssatz 1 gibt es zu den Elementen Eo, ..., H; Umgebungsbasen 
Bi (Ho), ..., Bilt), so daB jede Menge U,(H;) € 81(#;) zu einer jeden Menge 
U, (Hj) € B81 (£;), 7 = 0,...,t—1, stets fremd ist. Daher kénnen wir als 8“) (£;), 
4=0,...,4—1, die Umgebungsbasen 8-)D (H;) A 1(#;) und als 8 (H;) die 
Umgebungsbasis 8 (#;) waihlen. Ist ZH; aus ©, so kann man als EH; stets EH; nehmen. 

2) O(£,) = 1. Wir bezeichnen das mit H; inzidierende Element mit H;. Wie eben 
bestimmen wir zu den Elementen £; und Ej, 7 = 0,...,¢— 1, 7 +7, Umgebungs- 
basen Be(H;), Bo(H;), so daB jede Menge U2(H;) € B2(H;) zu einer jeden Menge 
U2 (H;) € B2(H;),7 = 0,...,— 1,7 +4, stets fremd ist. Nach Hilfssatz 2 gibt es in 
einer jeden Umgebung U-))(H;) e B¢-1)(H;) und in einer jeden Umgebung 
U2(E) € Be (Hz) stets Elemente H;, H,¢ € mit H; I H;; liegt Hy bzw. E; sogar in 6, 
so kann man insbesondere E; als Hi; bzw. EH; als H; wihlen. Wir kénnen also 


BO (Hj) = BE-D(H;) A Be(E;),7 = 0,...,t—1,7 #7, BO(H;) = B-D(H,) 
und B® (H;) = Be(H;) setzen. 


*) Im folgenden wird zwischen Punkten und Geraden nicht unterschieden, und wir bezeichnen 
beide mit lateinischen Buchstaben. 


ed i 


‘ 
Os ac AABEN Gib bat wei, Meare S ley 


: 


hed 
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3) O(Ht) = 2. Wir bezeichnen die mit #; inzidierenden Elemente mit EZ; und E k- 
Wegen O(H;) = 2 ist #; kein Festelement. Nach Hilfssatz 3 ist 


B3 (Ht) = BE-D(B,) v BED (Hy) 
eine Umgebungsbasis von #;. Zu HE; und Hj, j = 0,..., t —1, 7 +1,k, bestimmen 


wir wieder Umgebungsbasen $3(H;), 83(H;), so daB kein Element aus einer Menge 
U3(Ht) € B3(H;) mit einem Element aus einer Menge 

U3 (83) 6 B3(4;), 07 = 0,0 FS 1 pa a3: kes 
inzidiert. Daher kénnen wir 8-1) (#;) \ 83(£;) als B(E;), 7 = 0,...,t—1, 7 Ke, 
BEY (Hj) als BO(H;), BEV(H;) als BO (Lz) und B3(£;) \ B3(E:) als B(#;) nehmen. 

Zu den Elementen £; aus ¥ haben wir also Umgebungsbasen 8 (H;) = 8) (H;) 
mit folgender Higenschaft angegeben: Zu jedem Hie 9 gibt es in einer beliebigen 
Umgebung U (E;) ¢ 8(#;) ein Element EH; € &, so daB die Elemente 2, ... , E;, eine 
zu %¥ isomorphe Inzidenzstruktur J’ bilden; falls H; Festelement ist, so kann man E; 
als H; waihlen; fiir die Inzidenzstruktur 0’ gilt also nach Voraussetzung der Schlie- 
Bungssatz XY. 

Den letzten Teil des Beweises fiihren wir indirekt: Angenommen, & galte nicht in ©. 
Dann folgen also fiir gewisse Elemente aus 3’ noch nicht in 3’ bestehende Inzidenzen, 
von denen mindestens eine Inzidenz H; I EH, bei dem Isomorphismus E;—> E; nicht 
erhalten bleibt. Daher kann héchstens eines der beiden Elemente Ej, 1, Festelement 
sein. Nach Hilfssatz 1 gibt es zu H;, Hy, zueinander fremde Umgebungen U*(E;), 
U*(H,). Die Elemente E;, Hy; sind aber Elemente des Aufbaues A, ; also lassen sich in 
einer jeden Menge U (Hj) e 8(H;), U(Hx) € 8 (Hx) Elemente aus € finden, die. zu- 
sammen mit weiteren in © liegenden Elementen aus U (H;) « 8 (H;), 7 +7, k, eine zu 9’ 
und 9% isomorphe Inzidenzstruktur bilden, fiir die der SchlieBungssatz + und somit 
insbesondere H; I #;, gilt. Die Mengen U*(H;), U*(H,) sind Umgebungen von £;, 
E;,; daher gibt es in $ (H;) eine Menge U’ (H;) mit U’(E;) C U*(;), und in 8 (#,) eine 
Menge U' (Hx) mit U’ (Hy) C U*(H;). Es inzidiert also doch ein Element aus U* (Ej) 
mit einem Element aus U*(H,;), und wir haben damit einen auf unserer Annahme, 
» giilte nicht in ©, beruhenden Widerspruch hergeleitet. 


Folgerung. Ist € eine dichte Teilebene der projektiven Ebene & und & ein all- 
gemeiner offener oder ein konstruierbarer SchlieBungssatz mit Festelementen, die in 
einem Fundament liegen, so folgt aus der Giiltigkeit von 2’ in € die Giltigkeit von 
Lin €. 

4, Kin eehter Schiefkérper, der iiber einem kommutativen Unterkérper archimedisch 
ist. Das folgende Beispiel zeigt, daB die Archimedizitat eines Oberternarkérpers tiber 
einem Unterternarkérper im allgemeinen noch eine zu schwache Bedingung ist, um 
damit im Unterternarkérper giiltige Eigenschaften der Verkniipfung auf den Ober- 
ternarkérper tibertragen zu konnen. 

Wir betrachten einen kommutativen Hilbertschen Potenzreihenkorper Ss in vier 
Unbestimmten iiber einem angeordneten Kérper 8; und fiihren in §3 eine solche 
nicht kommutative Multiplikation ein, daB das Zentrum unseres damit erhaltenen 
neuen Schiefkérpers ®3 nicht nur aus &, besteht. Zundchst bilden wir einen kommu- 
tativen Potenzreihenkérper 2 in zwei Unbestimmten w, v uber &,: Die Elemente 

10* 
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von §, lassen sich in der Form 


co co 
al ° . 
a= DE ») ayjui-tyt mit aye Ry 


j=) 1=Yo 


darstellen. (Schreibt man w/(u-tvt) = ui (u-1v)* an Stelle von us-tvt, so erhalt man | 


die iibliche Gestalt der Potenzreihen.) Man erhalt eine Fortsetzung der Anordnung 
von §, auf 2 durch die Festsetzung: 0 < « genau dann, wenn 0 < His Jo» und 
a < 6 genau dann, wenn 0 < 6 —«. Es sei ¢ ein nicht identischer ordnungs- 


-erhaltender Automorphismus der additiven Gruppe von Sj, der beziiglich der Multi- 


plikation von &, die folgende Rechenregel erfiillt: (a%”) (6%) = (a?) (b™) = (ab)?"** 
fiir jede beliebige ganze Zahl n. (Hine solche Abbildung liefert zum Beispiel a? = pa 
mit 0 < p, pe &;.) Mit Hilfe der Abbildung @ erklaren wir eine Abbildung o in &2: 


ae (5 mS y( (aj wiv )) = > y (ay ult ot), (ag ult vt)? = (ay) uit ot 


I=jo t= %, J=)o t= %, 
Aus dieser Definition und den Eigenschaften von @ folgt sofort, daB o ein die An- 
ordnung erhaltender Automorphismus beziiglich der additiven Gruppe von 2 ist. 
Wegen 
(agg ust vt)? (by ye ud’ 1 yt’)? = (agj)” ws-t yi (bey) ud ot! nae (aiz)® (Derg) Ud +d) ptt! es 
= (aay Derg )O8 Utd OH) yt! = (ayy dey WIA EH) pitt) 


ist o auch ein Homomorphismus beziiglich der Multiplikation von & . Es sei 3 
ein kommutativer angeordneter Potenzreihenkérper in zwei Unbestimmten a, y 
uber Sg. Wir andern die Multiplikation unter Erhaltung der Addition ab: 

Fir zwei beliebige Elemente 


A= Ss ain ust vig!—k yk (mit den Summationsbedingungen: | = lo, k= kis 


) = Jklg> t= Vx) 


und 
B= PS big nr UU wl glk’ yk’ (mit den Summationsbedingungen: I’ = 1p, 
k’ ite k; / ede cA of Se on sf 

=Kiy, 7 = Ie, 1 = Yr!) 

sei 
As ek Sy Geitone yi'—t" yt” gl” —K" yk” 

: 1a ny Be he 

mit 


eg tht 1 ' a ae ‘ a : 
Carr per Us A" yt! — yy Meer Ut vt (by yey ws" vv) (mit den Summationsbedingungen : 
WsU+U, Rk Sk ky =F4y, i" =i+7). 


Die aus den Elementen von St; mit den Verkniipfungen +, o gebildete Struktur 3 
ist beztiglich der Addition eine kommutative Gruppe. Wegen 


Dyer wot (ay yey wl WY" = YS Happr dol (ay peer we vty 
(mit den Summationsbedingungen: 0 =1+-1',0 =k+k',0 = fred’ Osa a) 


existiert zu A ein Element Y mit Yo A= 1 und, da aus 


Li wy ager Us vt (Yery pry Ul’) ™ (mit den Summationsbedingungen: 0 = 1+ I’, 
O=k+Kh,0=7+7,0=147) 
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die Beziehung 
ies Ss (ign ust yt) o* Yep yry us'—¥ vl’ (mit den Summationsbedingungen : 
O=147,0=k4+h,0=7+7,0=14+7) 


folgt, auch ein Element Y mit 4oY = 1. Die Ubereinstimmung von (A o B)oC 
mit A o(BoC), das heiBt, die Assoziativitat der Multiplikation in ®3, folet auf Grund 
der Identitat der beiden Ausdriicke 

(agar wv!) (be grre UE Wh) (Cyregergryr ye 
und 

(agar ut * v8) ((Bargrery UY W) (Cyrgerare)™ )™ 


Mit der Homomorphismeneigenschaft von o* beziiglich der additiven Gruppe von 2 
lassen sich die beiden Distributivgesetze fiir %3 herleiten. §3 ist also ein Schiefkorper 
und sogar ein echter, da die Multiplikation nicht kommutativ ist ; denn zum Beispiel ist 
voy=v(y)™=vy, you=y(v)? = y(1)?v + yv = vy 
wegen 
1e@= (ata)? = a-la? tata 

fiir wenigstens ein von Null verschiedenes ae€ ®;. Mit der in ®3 erklarten Anord- 
nung ist 3 ferner ein angeordneter Schiefkérper. Es gilt naimlich wegen 


: san ((o474 07 WH WHY) = sm (cyrryr ery ws" ot) 
die Ungleichung A oC < BoC genau dann, wenn AC < BC, und wegen 
sen ( (de jrey UY wl) — (ayy UY ot) ™) = 
= sen ((be pe WY oF — aggre W/O) = 
== feeael (2a -a6 ys'—v' yt! — Qik’ yi vi’) 
weiter auch die Ungleichung CoA < Co B genau dann, wenn CA < OB. 
Das Zentrum 8 von Sz besteht aus den Elementen der Form 


Ve > Z0j, ui «! (mit den Summationsbedingungen: 1 = lop, k = 0, 
: Fon, b=, 0) 

Zu einem beliebigen Element ieee ) 
A= > aijnr ust vt alk yk (mit den Summationsbedingungen: 1 = Io, k = kj,, 
7 = july» 1 = Yyk1,) 
aus ®3 mit 0 < A gibt es stets ein Element X mit 0< X=abtti< A, XeB; 
R3 ist also archimedisch tiber seinem Zentrum. Da zum Beispiel zu den beiden Ele- 
menten aoo11¥, boo11y Mit 0 < aoo11 < 40011 kein zwischen diesen beiden liegendes 
Zentrumselement existiert, oder nach Satz 2 ist @3 jedoch nicht dicht tiber seinem 


Zentrum. 
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Beispiel einer Mébiusebene mit nichtisomorphen affinen Unterebenen 


Von GtnreR Ewaxp in Mainz und Oberwolfach 


x Unter einer speziellen Mébiusebene verstehen wir ein System bestehend aus einer 
Menge von ,,Punkten‘‘ A, B,... und einer Menge von Teilmengen der Punktmenge, 
genannt Kreise a,b,..., sofern folgende Bedingungen erfillt sind’): 

(M 1*) Drei verschiedene Punkte legen auf genau einem Kreis. 

(M2) (Beriihrsatz). Liegt A auf dem Kreis a und legt B nicht auf a, so geht durch 

A, B genau ein Beriihrkreis von a. 

(M3) Auf jedem Kreis liegt mindestens ein Punkt. Es gibt vier Punkte, die nicht zu- 
gleich einem Kreis angehéren. 
Allgemein sprechen wir von einer Mébiusebene IN (mit W. Benz [1]), wenn statt 

(M 1*) folgende schwachere Bedingung gilt: 

’ (M1) Drei Punkte liegen auf mindestens einem Kreis. Ist 


peeling ant Se onpip So 


|anbac| =22) und a+b +c#a, soistanb=bnc=ane. - 


Kine Punktmenge ab einer Mobiusebene heiBt Fahrte, wenn a + bund |anb| = 2 
ist. Im Falle einer speziellen Mébiusebene handelt es sich also um Punktepaare. 

Fa8t man alle Fahrten, die einen festen Punkt W enthalten, als Punkte und die 
Kreise durch W als Geraden einer ebenen affinen Geometrie auf, dann bilden diese 
Punkte und Geraden (mit dem Enthaltensein der Fahrten in den Kreisen als Inzidenz- 
beziehung) eine affine Ebene (W. Benz [1]; vgl. im Falle der speziellen Mébiusebene 
B. L. VAN DER WAERDEN und L. J. Smip [5]). Wir nennen sie kurz affine Unter- 
ebene (Sw der Mébiusebene IM. 

Herr Benz hat die Frage aufgeworfen, ob diese Ebenen Gy in jeder fest vor- 
gegebenen Mobiusebene alle untereinander isomorph sind. Wir zeigen an einem Bei- 
spiel, daB das bereits fiir spezielle Mébiusebenen nicht der Fall ist. Genauer werden 
wir sehen, daB eine Mébiusebene zugleich unendlich viele gewohnliche (desarguesche) 
euklidische und ebensoviele nichtdesarguesche affine Unterebenen besitzen kann. 

Unser Beispiel besteht in einer abgewandelten Fassung eines von HsELMSLEV3) 
angegebenen Modells. Es handelt sich um eine ,,topologische Mébiusebene“’. Wir 
schicken einige allgemeine Betrachtungen iiber solche Ebenen voraus. Die topo- 
logischen Mébiusebenen stehen in enger Analogie zu den topologisch zweidimen- 
sionalen topologischen projektiven Ebenen. ; . 


1) Das mengentheoretische Enthaltensein definiert die Inzidenzbeziehung. Wir umschreiben 
diese mit den tiblichen Begriffen und verwenden die bekannten Mengensymbole. Ist a b = {A}, 
so sagen wir: a beriihrt b. *) | %| bedeutet die Machtigkeit von Y. 

3) Zitiert bei W. BLascuxKx [2], S. 229, Figur auf 8. VI: 


a a 
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1. Wir nennen eine spezielle Mébiusebene eine topologische Mébiusebene, wenn sie 
folgender Bedingung geniigt: 


(L) Die Kreise sind topologische Kreise (Jordankurven) auf einer einfach zusummen- 
hangenden geschlossenen Flache § des R3; die Punkte sind genau die Punkte von %. 


Das Hjelmslevsche Beispiel diente dem Nachweis, da8 ein System solcher topo- 
logischer Kreise auf % mit der Eigenschaft (M 1*) folzendem SchlieBungssatz nicht 
zu geniigen braucht (wir fiihren einen erneuten Nachweis in 2.): 


Biischelsatz. Sind a, b,c, d, 
e, f lauter verschiedene Kreise 
und gilt 

flame 2) lonfl=2, 

|dac| 22, lenf| =2, 


dann folgt aus drei der Bezie- 
hungen | 


aNnc=cnb, dnc=cne, 
CON f=BfAd, +. enf=foa 
die vierte (Fig. 1). 


Diesem Satz kommt in der Theorie der Mébiusebenen eine ahnliche Bedeutung zu 
wie dem Desargueschen Satz in der Theorie der projektiven Ebenen (vgl. HEsSEL- 
BACH [3], VAN DER WAERDEN-SMID [5]). Dies bestatigt sich bei unserem Problem 
insofern, als eine topologische Mébiusebene bei zusadtzlicher Annahme des Biischel- 
satzes lauter desarguesche — und daher isomorphe — affine Unterebenen enthalt 
(s. u. Satz 4). Zunachst hat man folgenden von K. REIDEMEISTER [4] und B. HEssEt- 
BACH [3] bewiesenen Satz: 


Satz 1. Gilt in einer topologischen Mébiusebene der Biischelsatz, so laéBt sie sich als 
das System der ebenen Schnitte einer konvexen*) geschlossenen Flidche % des Rg auffassen. 
Dieser Satz wurde ohne Voraussetzung des Bertihrsatzes bewiesen. Seine Umkeh- 
rung ist offenbar auch richtig. § kann dabei ,,Ecken“ besitzen. Jedoch zeigen wir: 


Satz 2. Hine konvexe geschlossene Fliche % des Rg besitzt genau dann in jedem threr 
Punkte eine eindeutig bestimmte Tangentialebene*), wenn das System threr aus mehr als 
einem Punkt bestehenden ebenen Schnitte eine Mébiusebene darstellt. 


Beweis. &z bezeichne stets die Ebene, die den Kreis x aus % ausschneidet. 

% besitze im Punkt A eine eindeutige Tangentialebene t. Wegen der Konvexitat 
von % ist 7A % = {A}. Wir haben (M 2) nachzuweisen. 

Sei in der Tat A ea und B ¢a. Wir behaupten zuerst: Die Gerade g = eg NT 
ist zweiseitige Tangente von a in A. — Besa e die konvexe Kurve a in A eine Kcke, 


4) ,,.Konvex“ besagt: Jede Gerade trifft die Flache in héchstens zwei Punkten. 
5) ,,Tangentialebene“‘ bedeutet hier soviel wie , stiitzebene*‘. 
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so gabe es auBer g eine zweite Gerade g’ in eg mit g’ Na = {A}, g +g’. Wegen der — 
Konvexitét von % ist aber g’ in einer Ebene t’ mit tA = {A} gelegen®). Nach | 
Annahme hat man t = 1’, also g = TN &g = T'N &€g = 9’, im Widerspruch zu g +g’. 

Somit folgt, daB jede Ebene durch A, die g nicht enthalt, den Kreis a in einem 
weiteren Punkt schneidet. B und g bestimmen also die einzige Ebene é, die einen 
Bertihrkreis b von a durch A, B aus § ausschneidet. 

Sei umgekehrt (M 2) fiir das System der ebenen Schnitte von % erfiillt. Angenom- 
men, es gibt durch einen Punkt A €% zwei Ebenen rt, t’ mit TA § = {A}, 17 NF = {A}, 
t +1’. Sei a ein Kreis mit A €a und sei B ein Punkt mit B ¢a. Die Gerade tN 1’ 
liege nicht in ¢g. Dann sind die durch B, &4 Ot baw. B, &q Ov’ bestimmten Ebenen — 
verschieden und schneiden verschiedene Kreise b, b’ mit ab = {At,anb’ = {A} 
aus 7} aus, entgegen (M 2). 


Aus Satz 1 und Satz 2 folgt 


Satz 3. Die topologischen Mobiusebenen, die dem Biischelsatz geniigen, sind genau die 
Systeme der ebenen Schnitte konvexer Flichen mit tiberall eindeutiger Tangentialebene. 

Von einem beliebigen Punkt W einer solchen Flache § aus projizieren wir % stereo- 
graphisch auf eine nicht durch W verlaufende Ebene «. Dabei gehen die Kreise durch 
W in Geraden von « tiber. Da § in W eine eindeutige Tangentialebene besitzt, treten, 
sofern man fiir « eine zu dieser Tangentialebene parallele Ebene wahlt, alle Geraden 
von a als Bilder von Kreisen auf. Damit haben wir: 


Satz 4. Die topologischen Mébiusebenen, die dem Biischelsatz geniigen, besitzen lauter 
gewohnliche euklidische (desarguesche) Ebenen als affine Unterebenen. 


Ks liegt nahe zu vermuten, daB auch die Umkehrung dieses Satzes gilt. Jedoch ist 
dieses Problem bisher ungelést. 


2. Sei & eine Kugel des R3. a, b, c, d, e, f seien die sechs Kreise einer Biischelsatz- 
konfiguration auf ® (vgl. Fig. 1). Wir setzen anNb =anc=brAc = {A, A’}. 

Ist x irgendein Kreis von &, so bezeichnen wir mit l, das Lot auf die von x auf- 
gespannte Ebene ez im Mittelpunkt von z. 

x sei ein Kreiskegel, dessen Achse mit Jq iibereinstimmt, dessen Mantel jedoch 
zu § fremd ist. sei eine Schale eines zweischaligen Hyperboloids mit x als Asym- 
ptotenkegel, derart, daB @ und § von x getrennt werden (Fig. 2). Wir wahlen den 
Offnungswinkel von x so klein, daB keines der Lote Ip, Lo, la, le, ly die Schale § trifft. 

Um A legen wir einen kleinen Kreis k, der alle tibrigen Schnittpunkte der Kreise a. 
b, c,d, e von A trennt. Sei (k) diejenige von k begrenzte Kalotte von &, die A enthalt. 
Ist k klein genug, so findet man einen Punkt W von , der nicht in (k) liegt und 
folgende Eigenschaft besitzt: Fir alle Kreise w durch W, die k schneiden, trifft 1,, 
die Schale § nicht. W liegt dann insbesondere nicht auf a. : 

Wir andern jetzt & ab: Sei O ein Rotationsellipsoid, das & langs k berithrt und 
sonst ganz im Innern von & liegt. Wir ersetzen (k) durch diejenige von k begrenzte 


6) Dies folgt beispielsweise aus dem Hann-Banacuschen Erweiterungssatz; vgl. BouRBAKI, 


Espaces vect. top. II, 3, 1. Paris 1953. Jedoch sieht man es auch durch eine einfache geometrische 
; Uberlegung ein. 
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f Kalotte (k) von , die mit dem Rest von § wieder eine konvexe Flache bildet. Wir 
- bezeichnen die so abgeflachte Flache mit @. Offenbar besitzt & in jedem Punkt eine 
eindeutige Tangentialebene. Da @ konvex ist, bestimmen je drei verschiedene Punkte 
von & ein Kugelbtischel, dessen Achse die Schale § in héchstens einem Punkt H 


trifft. Existiert ein solcher Punkt H nicht, dann schneiden wir ® mit der durch die 
drei Punkte bestimmten Ebene (uneigentliche Kugel des Kugelbiischels). Existiert H, 


dann schneiden wir @ mit der Kugel des Kugelbiischels, die H als Mittelpunkt be- 
 sitzt. Auf diese Weise bestimmen je drei Punkte von @ einen topologischen Kreis. 


Dieser ist ein gewohnlicher Kreis, wenn er ganz in RAK liegt; sonst besitzt er einen 
Ellipsenbogen oder einen Bogen vierter Ordnung als Bestandteil. Wir nennen diese 
topologischen Kreise kurz Kreise a, b,.... 


Fig. 2. 


Jeder dieser Kreise besitzt offenbar in allen seinen Punkten eine eindeutige Tan- 
gente (Gerade des Rg). Wir leiten daraus folgendermafen (M 2) her: Sei Aeéa, 
Béa und sei t die Tangente von a in A (Gerade des #3). Kin Bertihrkreis von a 
durch A, B muB ¢ beriihren. A, B und ¢ bestimmen aber ein Kugelbtischel von 
Kugeln durch A, B, die t berithren. ¢ liegt in der uneigentlichen Kugel dieses Biischels. 
Trifft die Achse dieses Kugelbiischels die Schale § in einem Punkt H’, so schneidet 
die Kugel des Biischels mit Mittelpunkt H’ den gesuchten Beriihrkreis b von a durch 


A, B aus R aus. Existiert H’ nicht, so leistet wieder die im Kugelbtischel enthaltene 
Ebene das Gewiinschte. In beiden Fallen ist 6 eindeutig bestimmt; also gilt (M 2). 
Die so gewonnene topologische Mébiusebene nennen wir Yt. Die Kreise, die durch 


Abanderung aus a, b, c hervorgegangen sind, bezeichnen wir bzw. mit at, b, ¢. 


site, ig eo te PT bi fT | SE Wey Be oon eee ape ve 
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Nach Annahme werden é und é durch Ebenen aus & ausgeschnitten (Lp, le treffen 


§ nicht); @ dagegen wird von einer Kugel f mit Mittelpunkt H € § erzeugt. b und Cc 
“Aare ae sich also auBer in A’ in einem Punkt P der Gerade AA’ (vgl. Fig. 2). 
Da P in der durch a bestimmten Ebene liegt, geht die Kugel f nicht durch P. Also 
verlauft auch @ nicht durch P. 

Was ist aus der urspriinglichen Bischelsatzkonfiguration geworden? Nach Ab- 
anderung der Kreise blieben auBer A alle Punkte der Konfiguration unverandert, — 
da sie nicht in (&) lagen. Da a nicht durch P verlauft, ist somit in J ein Widerspruch ~ 
zum Biischelsatz hergestellt. 

Sei E 4) die affine Unterebene von M, die aus einer affinen Unterebene ©4 der aus — 
den gewohnlichen Kreisen von § bestehenden Mébiusebene hervorgegangen ist. Wir — 
kénnen a, b, c als Geraden irgendeines SchlieBungssatzes in ©4’, etwa des desargue- 
schen, auffassen, und zwar so, da die iibrigen Geraden (Kreise durch A’) den Kreis k ; 


a a a ame insaiteid 


tyne 


nicht schneiden. Dann ist in &4, dieser SchlieBungssatz falsch. Folglich ist Eq: ins<J 


besondere eine nichtdesarguesche Ebene. Ebenso sind die Ebenen Eq nicht-_ 
desarguesch, wo A” in einer gentigend kleinen Umgebung von JA’ liegt. ; 
Die Kreise von 3% durch W werden nach Konstruktion von Ebenen aus § aus-_ 


geschnitten. Da ® tiberall eine eindeutige Tangentialebene besitzt, k6nnen wir R 
von W aus so auf eine nicht durch W gehende zur Tangentialebene in W parallele — 


Ebene stereographisch abbilden, daB die Geraden der affinen Unterebene Cw von 


genau auf die Geraden dieser Ebene projiziert werden. Gp ist also eine gewohnliche | 
(desarguesche) euklidische Ebene. Man findet ein ganzes Gebiet von Punkten W, zu 
denen solche Ebenen gehéren. 

Die topologische Mébiusebene IN besitzt somit kontinuierlich viele desarguesche und 
kontinuierlich viele nichtdesarguesche affine Unterebenen. 
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Strahlensysteme im GroBen 


Von N. K. STEPHANIDIS in Berlin 


1. Ein nicht-zylindrisches Strahlensystem sei durch 
(1.1) W=a(w,v) + ea(u,v) (a2=1, a-a=0, e=const., «2 =0, ay + war) 
dargestellt. Wir nehmen an,. da Ue 3, d.h. Real- und Dualteil des Vektors 
werden mindestens dreimal stetig differenzierbar vorausgesetzt. Als Grundformen 
von (1.1) betrachten wir die Ausdriicke +) 
(1.2) I= (da)?=of +02, T=lat + 2maiee.+ nad, 
wobei 
(1.3) «1 = P(u,v)du+ Q(u,v)dv, a= Plu, v) du + Q(u,v) dv (PQ — PQ +0), 
(1.4) L=2Via-Via, m=Via-V2a+ Vea-Via, n=2Vea-Vea 


gesetzt wurde. 

Unter Hauptflachen des Strahlensystems sind hier diejenigen Regelflachen des 
Systems zu verstehen, fiir welche der Drall Extremwerte annimmt. Wir wahlen die 
Bilder der Hauptflichen des Strahlensystems als Nullinien der Pfaffschen Formen 
a1, «g. Dann gilt 
(1.5) TA) 

In diesem Fall lauten die Integrabilitatsbedingungen (s. [1], S. 291, mit unwesent- 

lichen Anderungen) 

(1.6) . Gaede aL Vig = Vag e- 0, 

(1.7) VeVel—2¢V2b+qVil + 2U(Vig — @) + ViVin — 29g Vin + 9 Van + 
+ 2n(Veq—@?) =0. 


Hierin sind die GréBen q, q definiert durch 
(1.8) [d, a1] =qlai,02],. [d, 02] = g[ae, ar], 


“wobei [a1,%2] das auBere Produkt der Formen «1, «2 und [d, a] (7 = 1,2) die 
auBere Ableitung von «; sind. Hierbei ist [a1, a2] gleich dem Flachenelement des 
spharischen Bildes. Die Pfaffsche Ableitung langs der Kurve a2 = 0 beziiglich der 
Form «1 bezeichnen wir mit \/1. Entsprechendes gilt fiir V2. 

Ein Strahlensystem, dessen Mittenhiillflache minimal ist, wird als M-Strahlen- 


system bezeichnet. 


1) Fiir die hier benutzte Schreibweise vel. [9]. 
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2. Durch die Betrachtung eines geeigneten Vektorfeldes konnen wir der Integra- 
bilitatsbedingung (1.7) eine sehr iibersichtliche Gestalt geben. Fiihren wir in (1.7) die 
mittlere Kriimmung f und den Grenzpunktabstand 2z des Strahlensystems aus den’ 


Beziehungen 

(2.1) 4h=l+n, 4z2=Il—n 

ein, so finden wir, unter Beachtung von (1.6), 

(2.2) WiVih + VeVah — Vik — Veh + 2h = ViViz — VeV2z — 389 V12 + 
+ 3qV2z— 2(Vig— @ — Vag + @?)z. 

Es zeigt sich, daB (2.2) in der folgenden Form geschrieben werden kann: 

[d, (Vez — 292) a1 + (Viz — 292) a2] 
[o1, x2] 

Hierbei ist A der zweite Beltramische Operator beziiglich der ersten Grundform des" 

Strahlensystems. 

Wir betrachten auf der Flache der Einheitskugel das Vektorfeld 

(2.4) | b = (Viz — 292) Via — (Voz — 2q2) Vea. 

Der Ausdruck rechts in (2.3) ist die Divergenz von bp ([5], 8. 175). Damit erhalten 

wir schlieBlich 

(2.5) Ah+ 2h=divpb. 

Wegen des invarianten Charakters von Ah + 2h folgt, daB divy eine Invariante 


des Strahlensystems ist. 
Fir die Rotation von v gilt der 


(2.3) Ah+2h= 


Satz 1. Sind r1, re die Hauptkriimmungsradien der M: uttenhiillfliche des Strahlen- 
systems, so gilt 
(2.6) rotb = — (r1 + 12). 


Beweis. Hs gilt ([5], S. 175) 


[d, (V1z — 292) «1 — (Vaz — 2qz) ae] 
[o1, x2] ‘ 


(2.7) rot») = 


Nach der Entwicklung der auBeren Ableitung ergibt sich, unter Bericksichtigung . 
von 


(2.8) V2Viz — 9 Viz = ViV2z — 722, 
die Beziehung 


(2.9) rot) = — 2{ViV2z — ¢ Viz — 29 Vez — (Vig — 2q¢q+ V29q)2}. 


Ist w der Nullpunktabstand der Ebene, die durch den Mittelpunkt m des Strahlen- 
systems geht und senkrecht auf a steht, so gilt 


(2.10) Aw+2w=n+7re. 
Die Mittenflache des Strahlensystems ist ({10], S. 122) 


m=axa— (Via: Veoa)a 
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_Beachtet man die Beziehung w = m- a, so kann man zeigen (vgl. [10]), daB (2.10) 
die Gestalt 


(2.11) 2{ViV22 — gV1z% — 29 Vez — (Vig— 2994+ Ved)z}=n+r2 
annehmen kann. Aus (2.9) und (2.11) folgt die Beziehung (2.6). 
Zusatz. Die M-Strahlensysteme werden durch rot » = 0 charakterisiert. 


Es wird nun ein Integralsatz hergeleitet. Ein Stiick G der Einheitskugel sei das 
Bild eines eineindeutig spharisch abbildbaren Strahlensystems. Mit R(G) wird der 
Rand von G bezeichnet. 


Satz 2. Fiir jedes eineindeutig sphirisch abbildbare Strahlensystem XU € C3 gilt 
(2.12) np (Aa+ 20) 4 = — 2 ( (ry + re) [or, wg] . 


Beweis. Bekanntlich ({10], S. 123) gelten, neben anderen, die Ableitungsgleichungen 
i ol 


(2.13) viva = Y4 via +(— + ql —qn)V2a—la+qV2i—a, 


(2.14) VaVea = (— DG soe 


Hieraus erhalten wir durch Addition 


(2.15) WaVia + VeVoa — 9 Via — qVoa +28 = 2(Viz — 292) Via — 
; — 2(V2oz—2¢z)Vea—(l+n)a 
Andererseits ist 


(2.16) da =a1\/1a + a2 Vea. 

Multiplizieren wir skalar die Glieder von (2.15), (2.16) und beriicksichtigen, daB 
(2.17) Vie-Vra=VearVoa=1,-0:Vio=0,. r= 1,2, 

ist, so erhalten wir 

(2.18) (Aa + 2a)-da = 2 {(Viz — 29q2) a1 — (Voz — 2q2) xo}. 

Ks ist ersichtlich, daB die Form 

(2.19) wm = 2{(Viz — 242) 01 — (Voz — 242) a} 

eine Pfaffsche Form ist. Wenden wir den Satz 

(2.20) ios = is [ [d, o] 


an, so bekommen wir unter Benutzung von (2.7), (2.6), (2.18) die Relation (2.12). 
Kine unmittelbare Folgerung von (2.12) ist der 


Satz 3. Fiir jede geschlossene Regelfliiche eines M-Strahlensystems Ue C3 gilt 
(2.21) | $ (Aa + 20a)-da=0. 


R@ 
Umgekehrt: Gilt (2.21) fiir jede geschlossene Regelfliiche eines Strahlensystems U € &%, 
so ist es ein M-Strahlensystem. 


AS Ber oA gre® (tn ge a en An ag Bee 
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3. Geschlossene Strahlensysteme. Unter einem geschlossenen Strahlensystem 2) fe 
stehen wir.ein auf die Vollkugel eineindeutig spharisch abbildbares Strahlensyste a 
We C3. 4 


Im folgenden wird eine Flache % betrachtet, die dem Strahlensystem (1.1) zu- 
geordnet werden kann, und die folgendermaBen entsteht: Durch den Koordinaten- 
anfangspunkt O ziehen wir Halbgeraden mit der Richtung a. Im Abstand h von 0 
errichten wir die senkrechten Ebenen. Die Einhiillende dieser Ebenen ist die Fla- 
che 3°). Die Summe FR; + Re der Hauptkriimmungsradien von % ist, wegen (2.5), 
gleich div v. a 


Betrachten wir die Beziehung ([9], S. 223) 
(3.1) diva =2h } 
- und integrieren sie tiber die Vollkugel K, so finden wir, daB fiir jedes geschlossene. 


a 


Strahlensystem gilt 4): : 


: 


(3.2) f fh[or, a2] = 0. 3 
a 3 
~ ¢ 
Sind & das Kriimmungsma8 und 2@ der Winkel der Brennebenen, so gilt ([4], S. 86) 
h ; ; 

(3.3) cos 29 = Viz : 


Da die Funktion h stetig ist, so folgt aus (3.2), da es mindestens eine Stelle gibt, 
an der h = 0 gilt. Somit folgt: In jedem geschlossenen Strahlensystem5) gibt es minde- 
stens einen Strahl, bei dem die Brennebenen senkrecht sind. 2 

Kine andere Folgerung von (3.2) ist: Die-einzigen geschlossenen Strahlensysteme®) 
mit konstanter mittlerer Kriimmung sind die Normalensysteme (Bemerkung von GROTE- 
MEYER). : 


Wir betrachten ein geschlossenes Normalensystem (h = 0). Dann folgt aus (2.5) 
div») = 0. Umgekehrt: Es sei div) = 0. Aus (2.5) erhalten wir 


(3.4) Ah+2h=0. ; 


Die einzige Losung von (3.4) auf der Vollkugel ist bekanntlich h = 0. Dies kann 
man sofort einsehen, wenn man bedenkt, daB die dem Strahlensystem zugeordnete 
Flache % eine geschlossene Minimalfliche (d. h. ein Punkt) sein mu8. Somit ergibt 
sich: Die geschlossenen Normalensysteme werden durch div» = 0 charakterisiert. 
*) Beziehungen zwischen geschlossenen Strahlensystemen und konvexen Kérpern sind von 
H. Knorue untersucht worden ({7], [8]). 
3) Die in dieser Weise entstehende Flache hat zuerst G. Sannza betrachtet (Nuove formole utili 


per lo studio delle congruenze rettilinee. Atti d. R. Accad. di Torino 44, 567—579 (1908/09)), 
um den invarianten Charakter von Ah + 2h geometrisch zu deuten. , 


4) Die Relation (3.2) folgt auch sofort aus der Formel von W. BuascHuKE : 
$ tds= —2 ff hla, a], 
R(@) G 


wobei 7 der Dualteil der Torsion der auBersten Regelfliche des Strahlensystems und s die Bogen-— 

lange des sphirischen Bildes sind. (3.2) ist von G. Saban bewiesen (Alcune limitazioni integrali_ 

nella teoria metrica delle congruenze rettilinee. Atti Accad. naz. Lincei Rend. Cl. Sci. fisic. mat. 

e nat. VII, 134—139 (1948), S. 139). 
5) Hierfiir reicht 2 € €2. 


lt antl, 
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4. Vier weitere Integralgleichungen fiir beliebige geschlossene Strahlensysteme 
ergeben sich sofort. Die erste ist 


(4.1) [J (71 + 72) [oer , a2] = 0; 


sie folgt unmittelbar aus (2.12). (4.1) ist ein Spezialfall einer Beziehung, die KNoruE 
gegeben hat ([7], S. 68). 

Wir bezeichnen mit &; = &;(u, v), i= 1, 2,3, die Komponenten von a(u, v) be- 
zuglich eines cartesischen Koordinatensystems, dessen Anfangspunkt der Mittelpunkt 
der Hinheitskugel ist. Wir deuten (2.5) als eine Differentialgleichung mit h als ge- 
suchter Funktion. Unter Heranziehung eines Satzes von HitBeErr ([6], S. 250) folgen 
die tibrigen drei Integralgleichungen 


(4.2) f [ & div {oi,osk}= 0, ¢=1,2,3). 
K 


Zu (4.2) gelangt man auch folgendermaBen: Die Flache % (s. Abschnitt 3) muB eine 
geschlossene Flache sein. Da aber fiir jede geschlossene Flache ({1], S. 205) 


(4.3) J. f &:(Ri + Ro) [or, 02] =0 


‘gilt, so folgt (4.2) unter Beachtung von divy = Ry 4+ Ro. 


Wir wollen einen direkten Beweis fiir (4.2) geben. Aus (2.5) folgt 


(4.4) ff &c Ah [ocr, we] Sie 2 J f Sih loa, a2] = J écdiv 9 far, 92) 
K 
Nach der Greenschen Formel gilt 
(4.5) [J Gc Ah — 4AB%) far, a2) = $ (65> — WG) as, 
: G : ; R® dy dy 


wobei dh/dy, d&;/dy die Ableitungen in Richtung der auf der Tangentenebene liegenden 
Normale der Randkurve R(G) des Gebietes G bedeuten. Somit gilt 


(4.6) 6) & Ah for, a2) = J J Ag [a1, x2] 
K 
und folglich nimmt (4.4) die Gestalt an: . 
(4.7) [f(g + 280) laa, a2) = J JE div v far, a2) 
K 


Die Einheitsvektoren auf den Koordinatenachsen seien e; (¢ = 1, 2,3). Dann ist 


& =a-e, und folglich 


(4.8) Aéy + 2& = (WiVia + VeV20 — Via —9V20 + 24): ee. 

Da aber fiir die Einheitskugel die folgenden Beziehungen bestehen ([10], 8. 123) 
(4.9) » WiVia=qVe2a—a, VeVaa=qVia—a, 

erhalten wir 

(4.10). A& +26 =0. 


Somit bekommen wir aus (4.7) die Relationen (4.2). 
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